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Signalen ??

» (digitale) informatie vervat in uitgezonden signaal
« transmissiekanaal voegt stoorsignaal (ruis, interferentie) toe

« ontvanger extraheert (digitale) informatie uit ontvangen signaal

Interpreteer signalen als in de tijd fluctuerende fysische grootheden
(voorbeeld : elektrische spanning als fysische grootheid)

Fysische signalen zijn reéelwaardig

Het 1s echter handig sommige reéelwaardige fysische signalen voor te stellen
door equivalente complexwaardige signalen
—> signalen in de cursus zijn (meestal) complexwaardig
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Signalen : basisbegrippen
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Continue-tijd Fouriertransformatie

X(f) = joo x(t)exp(-j2nft)dt (FT) x(t) = joo X(f)exp(j2nft)df  (IFT)

—00

A

x(t) : continue-tijd signaal exp(j2mntt)

t : continue tijd [s] -0 <t <+o0

27ttt
f : “mathematische” frequentie [Hz] >
-0 < <+
f > 0 : draait naar links
f <0 : draait naar rechts
Notatie :

x(t) <> X(f) x(t) en X(f) vormen een FT-transformpaar
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Continue-tijd Fouriertransformatie

Belangrijke eigenschappen (bewijs ze zelf'!)

als x(t) <> X(f), dan geldt x"(t) <> X (-f)
x(t—1) <> X(f)e *™
x(t)e”™ & X(f - F)

x(t) reéel < X(f) = X*(-)

+00

Parseval : I x(t)y (t)dt = TX(f )Y ' (f)df

—0o0

"Communicatietheorie" - Hoofdstuk 1 : Signalen



Discrete-tijd Fouriertransformatie

X(e*™) = Y x(k)e™™™ (DTFT) x(k)=T j X(e?™)e”™df  (IDTFT)
k=—0 1/T
periodiek in f met periode 1/T integratie over een periode 1/T
{x(k)} : discrete-tijd signaal T [s]: interval tussen opeenvolgende
tijdstippen k en k+1

k (geheel) : discrete tijd  -00o <k <+o0

f: “mathematische” frequentie [Hz] -oo <f <+c0

Notatie :
x(k) <> X(ei?™T) x(k) en X(e?™T) vormen een DTFT-transformpaar
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Discrete-tijd Fouriertransformatie
Belangrijke eigenschappen (bewijs ze zelf'!)

als x(k) <> X(ei?*T), dan geldt x (k) < X (e *™")
X(k _ m) PN X(ejZEfT)e—jZTEfmT

X(k)ejZEFkT o X(ejZ‘ir(f—F)T)

x(k) reéel < X(el?™T) = X*(ed2nT)

Parseval : ix(k)y* (k)=T I )((ejZTEfT )Y*(ejz’th )df

k=—o0 /T
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Deltafuncties

Kronecker-deltafuntie o(k)

1 k=0

S(k):{o k=0

x(ko) = Y x(K)3(k ~k,)

als k, € sommatie-interval

Dirac-deltafunctie o(t)

5(t) = +o0 t=0
1o tz0

TS(t)dt ~1

(alleg; > 0,¢,>0)

x(t,) = j x(£)8(t—t, )dt

als t, € integratie-interval

DTFT
5(k) 1

IDTFT

FT
5(t) 1
e

IFT
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Discrete-tijd LTI filter

{o(k)} th(k)} {th(k)} : impulsantwoord

LIl — H(e?™T) : transferfunctie
x(k)j yk)j

— LTI [—
y(k) = (h(m) ® x(m) (k) = fh(k —m)x(m) = f x(k—m)h(m)  (convolutie)
Y(ej27ch) — H(ej2nfT)X(ej2chT)
vectornotatie : y = Hx, met y, = y(k), x, = x(k), H,_, = h(k-m)
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Discrete-tijd LTI filter

L,
stel h(k) =0 voork<-L,enk>L, y(k)= > x(k—m)h(m)

m=-L,
x(k+L,) x(k+1)  x(K) x(k-1) x(k-L,)
» Dr—> > D » D >/D' D —:\D
\ .
h(-l) v (O) v h(l) v h(LZ)
/ \

) | \

niet-causaal causaal

D : vertraging over tijd T
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Continue-tijd LTI filter

o(t) h(t) h(t) : impulsantwoord
— LTI — :
H(f) : transferfunctie
X(t) y(t)
— LTI —

+00

y(t) = (h(u) ®x(u))(t) = f h(t—u)x(u)du = j x(t—u)h(u)du  (convolutie)
Y (f) = H(f)X(f)
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Complexe laagdoorlaatvoorstelling
van reéel banddoorlaatsignaal

Xgp(t) 1s reéel banddoorlaatsignaal, met Xgp(f) = 0 voor ||f]-f,| > B en B <{

xgp(t) kan voorgesteld worden als

Xgp(t) = 2 Re[x, (t)ejznf()t |
5 5

=N (et N2
5 Xue(V) 5

= /2%, () cos(2nf,t) — /2%, (t)sin(2nf, t)

XiP (t)e_jznf()t

Xy p(t) = Xx(t) +3x%,(t) 1s complex laagdoorlaatsignaal, met X, ,(f) = 0 voor |f| > B

2 A
In frequentiedomein : X, (f) = %XLP (f—1f,)+ %XLP (—f—1,)

Voorbeeld : Xgp(t) = J2A cos(2nf,t + 0) — x,, (1) = Ael fasorvoorstelling

— J2A Re[ee>™"] van sinusoide
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Complexe laagdoorlaatvoorstelling
van reéel banddoorlaatsignaal

V2 V2 .
XBP(f) ZTXLP(f_fO)_i_?XLP(_f_fO) X,p()=
+ Xp(D)
-B 0 B E
fX;P (-f -1, t XBP(f) \ngLP (f-£,)
1 0 P i
X126 P e (1)
A
A /7/\\ i)
| l/ \\ >
2f, f

N2X g (£ + £, ()

L1, p(f) : heeft reéel
impulsantwoord 7, ,(t)

HLP (f)= H;P (1)

Hp®) =1, [f] <B
[ p(f) = 0, |f] > 2£,-B

meer hierover in
hoofdstuk 4
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Probabiliteitstheorie :
toevalsgrootheden, toevalsprocessen
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Probabiliteitstheorie ??

Verschillende grootheden in de telecommunicatie

zijn “afhankelijk van het toeval”, “random™, “stochastisch”
vanuit het standpunt van de ontvanger :

- de te versturen informatie, het uitgezonden signaal

- stoorsignalen (ruis, interferentie)

Deze grootheden worden gemodelleerd aan de hand van probabiliteitstheorie
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Toevalsgrootheden (TGn)

Toevalsexperiment

resultaat o, 1n resultatenruimte €2

Q) : eindige verzameling, aftelbaar oneindige verzameling, of continuiim

Toevalsgrootheden (TGn)

o — (X,(o), X,(®), ..., X (®0)) : hangt af van toeval (resultaat o)
Discrete TGn : nemen eindig (of aftelbaar oneindig) aantal waarden aan

Continue TGn : nemen een continuiim aan waarden aan

TGn zijn reéel- of complexwaardig

"Communicatietheorie" - Hoofdstuk 1 : Signalen 17



TGn : voorbeeld

Q=1{0,1,..36

X (o) : opbrengst n-de speler
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Stochastische signalen (TPn)

Toevalsexperiment

resultaat ®, 1in resultatenruimte €2
Q) : eindige verzameling, aftelbaar oneindige verzameling, of continuiim
Stochastisch signaal is een toevalsproces (TP)

o — X(t;m) functie van de #ijd (t) en van het foeval (o)
b1y gegeven o : X(t; o) is een exemplaar van het TP (functie van t)
ensemble : verzameling van alle mogelijke exemplaren

bij gegeven t : X(t; o) 1s een TG (functie van m)

(t1yd kan ook discreet zijn : {X(k;m)})
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Stochastische signalen (TPn)

Ensemble van exemplaren van TP

4

A

X(t;m,) /\
— /\ AN e
VAR VAR
X(t;m,) 4
P NEVANYa N
N V AV
X(t;m;) 4
N A )
VRN
X(t;0,) ! /\
> 1
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Stochastische signalen : voorbeeld 1

muziek gegenereerd door het toeval

pianoklavier :
36 (Z2) +52 (W)
= 88 toetsen

IJM.IHHHJllﬂlllllllllll.lﬂlllllllllllllllmlul s,

Toevalsexperiment :

- schrijf alle combinaties van een muzieknoot en zijn duurtijd op briefjes
(88 noten x 5 duurtijden = 440 briefjes)

- trek K keer willekeurig een briefje (getrokken briefje terugleggen)

- speel de combinatie van K muzieknoten op de piano

440% mogelijke combinaties van K muzieknoten
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X(t;o)

Stochastische signalen : voorbeeld 2

M-PAM (M = 2m)

X(t;0) = aj(®)p,(t) a)(w) € {-M-1A, -(M-3)A, ..., M-3)A, (M-1)A}
(voorstelling van m bits)
/(’3:_(1’0)\ M=4(m=2):
o= (1) bits | a,

| ’—_\
] 00 | -3
R N o |-l

10 3
- 1| 1
o = (0,0)
| | | | | | dit ensemble bestaat uit
-0.5 -04 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
T slechts 4 exemplaren
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Stochastische signalen : voorbeeld 3

witte Gaussiaanse ruis (stoorsignaal)
(2 exemplaren uit een continulim aan exemplaren)

4 4

3 3

j ﬂ e

UW”

—

.

\
X(t;o)

N o
——
—

—
| ———— |

X(t; o)

N o
——=
| ———e—
=
 —

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
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Distributies van TGn

Karakteriseren van twee TGn X(w) en Y(®)

X(m) en Y(w) discreet (nemen eindig of aftelbaar oneindig aantal (reé€le of
complexe) waarden aan) : gezamenlijke massafunctie py y(X,y)

Px.y(X.y) = Pr{X(®) =X, Y(®) = y]
X(w) en Y(w) continu : gezamenlijke densiteit ty y(X,y)
X(m) en Y(w) reéelwaardig :
fy y(x,y) = PrX(0) € (x, x*+dx), Y(w)e (y, y+dy)]/|dxdy|

X(m) en Y(®) complexwaardig :
X(®) = Xg(m) + X |(®), Y(0) = Ygp(®) +]Y (o)

fX,Y (Xg +JXp, Vg +]Y1) = fXR,Xl,YR,Yl (Xg>X[>Yro Y1)
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Distributies van TPn

Karakterisatie van X(t;®) op tijdstippen t, en t,
pPx(X;,Xy5t,,t,) : massafunctie van (X(t;;0), X(t,; ®))  (discreet TP)

f(X;,X,5t,t,) : densiteit van (X(t;;m), X(t,; ®)) (continu TP)

Karakterisatie van X(t;®) en Y(t; @) op respectieve tijdstippen t, en t,
Px y(X,¥;t).t,) = massafunctie van (X(t;®), Y(t,; ®)) (discrete TPn)

fy v(X,y;t;,t,) = densiteit van (X(t;;0), Y(t,; ®)) (continue TPn)

(gelykaardige definities voor discrete-tijd TPn)
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Verwachtingswaarde van
een functie van TPn

D8, x,)px (X, X,3t,t,)  (discreet TP)

E[g(X(t;;®),X(t;0)] =1 . xx
2(%,,X,)f (%,,X,3t,,t,)dx,dx,  (continu TP)

Z g(x, Y)pX,Y (x,y:t),t,) (discrete TPn)

E[g(X(t;0),Y(t,;0)] =14 ¥
,[ g(x,y)f v (X,y;t,,t,)dxdy (continue TPn)
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Moment van eerste orde

statistisch gemiddelde (verwachtingswaarde) Ly (t) = E[X(t;0)]
X(t;m,) I
v/\vA N g
X(to,) ¢ \I/
DA
\\/\/\/ NV
X(t;o;) ¢
A
o) i g
VRN
X(t;004) [ |
| > t
b

tx(ty) =E[X(t);0)]
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Moment van eerste orde

AX(t;0) = X(t;0) —uy () fluctuatie van X(t;o) t.0.v. verwachtingswaarde pi,(t)

X(t;o) ontbinden als  X(t;®) = py (1) + AX(t; ®) met E[AX(t;®)]=0

voorbeeld : statistisch gemiddelde van gefilterd signaal  X(t;®) Y (t;m)

Y(t;o) = Th(t —u)uy (u)du+ +J:)Oh(t —u)AX(u;®)du

E joo h(t—u)AX(u;0)du | = f h(t—u)E[AX(u;m)]du = 0

—  uy()=E[Y(0)]= [h(t—upy (u)du
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Momenten van tweede orde

statistische autocorrelatiefunctie : Ry(u,t) = E[X(t+u;m)X"(t;m)]

statistische kruiscorrelatiefunctie : Ry y(u,t) = E[X(t+u;0) Y (t;0)]

statistische autocovariantiefunctie :
Covy(u,t) = E[AX(tHu;0)AX(t;0)] AX(t;0) = X(t;0) — py(t)
AY(60) = Y(50) - py(t)
statistische kruiscovariantiefunctie :
Covy y(u,t) = E[AX(t+u;0)AY " (t;0)]

variantie : &5 (t) = E[| AX(t; ) |*]= Cov (0,t)
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X(t;m,)

Momenten van tweede orde

RNEANYA A

X(t;m,) +

SO WA WA I v

X(t;05) 1

AR NVARYEN
<

N S W/ v/

L

X(t;my) ‘

LN N T
VARV

/] |

t t+u

Ry(u,t) = E[X(t+u;0) X (t;0)]
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Stationaire toevalsprocessen

X(t;m) 1s stationair wanneer X(t;®) en X(t-1;®) dezelfde statistische
eigenschappen hebben, ongeacht de waarde van 7.

My (1) = pg ox(t) = o onafhankelijk van tijdstip t

Rx(w,0) = Ry(u) enkel afhankelijk van tijdverschil u
Covy(u,t) = Covy(u)

X(t;m) en Y(t;o) zijn gezamenlijk stationair wanneer (X(t;»), Y(t;®)) en
(X(t-t;0), Y(t-1;0)) dezelfde statistische eigenschappen hebben, ongeacht
de waarde van t.

Ry v(u,t) = Ry y(u)

enkel athankelijk van tijdverschil u
Covy y(u,t) = Covy y(u)
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Stationaire toevalsprocessen

X(t;('ol) A
- R\/Avm AN #
X(t;m,) 4 \[/
[N\~
[ 7 VAR VAREAN
X(t;033) 1
LN SN AT
J\ N
Xwod 1 A ] A |
t’ t t’+u tt+u

Ly = E[X(t;®)] en Ry(u) = E[X(t+u;0)X (t;®)] : onath. van t
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Stationaire toevalsprocessen

Interpretatie van variantie

oy = E[| X(;®) — py [']

2 2
o' =1 6> =0.01
15 f 15
) /\/J IM )
0.5 - I 0.5
B B
2 o \\l\l\] 3 o WW\A
X A X
0.5 V -0.5
-1 4 v 1
1.5 rww -1.5 A
_2 T T T T _2 T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
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Stationaire toevalsprocessen

Interpretatie van statistische autocorrelatiefuntie

E[(X(t;0)-X(t-u;0))?] = 2(R«(0)-Ry(u)) > 0 (X(t;») reéelwaardig)
(= Ry(u) < R(0))

Ry (u) geeft in welke mate X(t-u;m) gelijkt op X(t;m)

Voor welke u geldt E[(X(t;m)-X(t-u;m))?] < eE[X?(t;m)] ?
0

2(Ry(0)-Ry(0)) <R (0)  dus (I - &/2)Ry(0) < Ry(u) < Ry(0)

0

lu <u, metu,kleinste waarde die voldoet aan Ry (u,) = (1 - €/2)R(0)
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Stationaire toevalsprocessen

Interpretatie van statistische autocorrelatiefuntie

voorbeeld : R (u) = exp(-Ju/t) = u, =tIn(l/(1-¢/2))ct

1

: I
AR

0.6 -

Rx(u)

0.5 -

=100

0.4

0.3 -

0.2 -
t=10

0.1 -
O 1 1 1 1 T 1

-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500

u
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Stationaire toevalsprocessen

Interpretatie van statistische autocorrelatiefuntie R, (u) = exp(-u/t)

(snellere variaties) (tragere variaties)
4 4
3 3
2 2
1 h 1
S0 S0
X X

'4 T T T T _4

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
t t
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Signalen met eindige energie
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Energie deterministisch signaal

signaal : x(t) <> X(f)

energic : E_= j| x(t)|° dt

opdat E, zou eindig zijn, moet x(t) uitsterven voor grote ||

(x(t) = Acos(2rf,t+0) heeft dus een oneindig grote energie)

Berekening in frequentiedomain: E, = jl X(f) > df (wegens Parseval)
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Energie stochastisch signaal

signaal : x(t;0) <> X(f;»)

Statistisch gemiddelde van energie van een exemplaar
E = E{ j | x(t;0) dt} = j E[| x(t; ) [*]dt = j R _(0,t)dt

opdat E_ zou eindig zijn, moet R (0,t) uitsterven voor grote |t|
—> stationair TP heeft oneindige energie (R (0,t) = R (0) sterft niet uit)

Berekening in frequentiedomein :

E = EUD | X(f;®) | df} = joo E[| X(f; ) | ]df
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Energie stochastisch signaal

integratie over t oo
x(t0,) [ - | [Ix(to)] dt
integratie over t +oo
x(tw,) [ - | [Ix(tw,) [ dt
integratie over t +oo
(o) [ - | [Ix(toy) [ dt
integratie over t +oo
x(tw,)[ - | [Ix(t0,)F dt
verwachtings- verwachtings-
waarde waarde

, integratie over t
E[| x(t;0) ']

v

ED?O x(t; o) | dt} = TE[| x(t;m)|*]dt
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Energiespectrum : deterministisch signaal
I X(f)? : energiespectrum (spectrale energiedichtheid) van x(t)
energie in (f}, ) : f | X(f) [ df X(D[*df : energie in (f, f+df)

energie 1s integraal van

. 2
E,= _J;J X" df energiespectrum over alle f
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Energiespectrum : stochastisch signaal

statistisch gemiddelde van

energiespectrum : E[|X(f;0)[*] energiespectrum van exemplaren

fy
energie in (f}, ) : _[E[| X(f) P 1df E[|X(D)[?]df : energie in (f, f+df)
fy

energie 1s integraal van

. 2
E, = _[OEU X(f)["1df energiespectrum over alle f
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Energiespectrum : stochastisch signaal

x(t;m,) > | X(f;0) [
x(t;m,) - | X(f0,)
X(t; ;) - | X(f50,) [
x(t;m,) - | X(f0,)

verwachtings-
waarde

E[| X(f;0) [']
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Energiespectrum van gefilterd signaal

Deterministisch x(t) —H() — y(t)

energiespectrum : | Y(£) [P g HE) [ | X() [
H_J H_J
spectrum spectrum
uitgang mgang
Stochastisch x(t;w) — H(f) — y(t;o)
energiespectrum : B[ Y(f;0) []=| H(f) [* E[| X(f; 0) ']
spec;{rum gpechum
uitgang Ingang

IH(f)|? : energietransferfunctie
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Voorbeeld : M-PAM (1)

x(to)= Y a(ko)p, (t—kT)

k=—K

X(t;0) : som van 2K+1 verschoven pulsen, k-de puls heeft amplitude a(k;w)

E[a(k +m)a’ (k)] = 5,8(m) E[| X(f;0) 1= 2K + Do, | P, ()
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Permanente signalen :
Tijdsgemiddelde en Ergodiciteit
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Permanente signalen

Permanente signalen sterven niet uit. Hun energie is dus oneindig groot

Voorbeelden

1) permanent deterministisch signaal : x(t) 1s periodiek

2) permanent stochastisch signaal : x(t;®) is stationair

"Communicatietheorie" - Hoofdstuk 1 : Signalen

47



Tijdsgemiddelde

Deterministische signalen

tijdsgemiddelde van x(t) over oneindig interval

T, /2
m, =<x()>= lim - j x(t)dt
’ 0 -T,/2

tijdsautocorrelatiefunctie : r,(u) = <x(t+u)x"(t)>,

Stochastische signalen

tijdsgemiddelde van een exemplaar x(t;m) over oneindig interval
T, /2
m_(®) =< x(t;®) >,= lim — j x(t; 0)dt
Ty—00 TO 112

tijdsautocorrelatiefunctie van exemplaar : r, (u;®) = <x(t+u;0)X " (t;m)>,
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Tijdsgemiddelde van een stationair TP
Ergodiciteit
Stel : x(t;) is stationair, met E[x(t;»)] = 1, (hangt niet af van )
tijdsgemiddelde van exemplaar is toevalsgrootheid  m, (®) =< x(t;®) >,
uitmiddelen over de exemplaren

E[m, (w)] = E[<x(tw)>] = <E[x(tw)[> = <u> = u

X

Indien x(t;®) “ergodisch” : |m ()=,

tijdsgemiddelde van een exemplaar hangt nu niet meer af van het toeval !!!
statistisch gemiddelde gelijk aan tijdsgemiddelde van 1 exemplaar !!!

ergodiciteit geldt wanneer Cov,(u) — 0 voor |u| =
(m.a.w, x(t) en x(t+u) ongecorreleerd voor |u| — o0)
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Tijdsgemiddelde van een stationair TP -

Ergodiciteit

uitmiddelen over t

x(t;m,) > m (o) =<x(t;®,) >,
uitmiddelen over t
x(t;,) » M (®,) =<x(t;m,) >,
uitmiddelen over t
X(t;0;) » M (0;)=<Xx(t;m;) >,
uitmiddelen over t
x(t;0,) » M (0,)=<x(t;0,) >
N\ J _J
verwachtings- verwachtings-
waarde waarde

b, = E[x(t;o)]

— Hy

— My

— My

- My

indien
ergodisch

El< x(t;0) >, |=< E[x(t;0)] > =<, > =L,

(onafh. van t wegens

stationariteit)
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Tijdscorrelatiefunctie stationair TP -
Ergodiciteit

tijdsautocorrelatiefunctie : r (u;0) = <x(t+tu;®) X" (t;0)>,
tijdskruiscorrelatiefunctie : r, (w;0) = <X(ttu;0)y (t;m) >,

E[r(w;0)] = <E[x(ttw;0)x (to)>  E[r (50)] = <EX({tHtuo)y (to)>,
= <Rx(u)>t — Rx(u) - <Rx,y(u)>t - Rx,y(u)

Indien ergodisch :

r,(uwm) = R (v) I, (o) =R, (u)

tijydscorrelatiefuncties hangen niet nu meer af van het toeval !!!
statistische correlatiefunctie = tijdscorrelatiefunctie van 1 exemplaar !!!

"Communicatietheorie" - Hoofdstuk 1 : Signalen 51



Ergodiciteit

Indien ergodiciteit : verwachtingswaarde van stationair TP 1s te berekenen als
tijdsgemiddelde over €én exemplaar.

Praktijk : tijdsgemiddelde berekenen over eindig (1.p.v. oneindig) interval
= tijdsgemiddelde vertoont (kleine) statistische fluctuatie

1.E+00

Transmissie van bits over kanaal
Onafhankelijke bitfouten
met foutprobabiliteit p.

1.E-01 +

Grafiek : #bitfouten/#bits voor 4
realisaties van het kanaal

p_estimate

1.E-02

[p=0.01] #bitfouten/#bits — p
als #bits — o

1.E-03 ‘ ‘
1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05
#transmitted_bits
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Permanente signalen :
Vermogen, vermogenspectrum
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Vermogen van deterministische signalen

1) ogenblikkelijk vermogen (op tijdstip t) : |x(t)?

2) (gemiddeld) vermogen (uitgemiddeld over oneindig lange tijd) :

P —11m— 0j|x(t)| dt =<| x(t)’>,=1.(0)

1, “T,/2
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Vermogen van stochastische signalen

Berekening van ogenblikkelijk vermogen en gemiddeld vermogen van een
exemplaar, gevolgd door verwachtingswaarde over de exemplaren

1) ogenblikkelijk vermogen (op tijdstip t)
E[[x(tw)]’] = R,(0,t)

2) gemiddeld vermogen

P, =El<|x(;0) >, |=<R,(0,t) >, =E[r, (0;0)]
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Vermogenspectrum

S, (f) : vermogenspectrum (spectrale vermogendichtheid)

f
S (Ddf : vermogen in (f, £+df) j S_(f)df :vermogen in (f, f,)
fy

Deterministische signalen

FT

<x(t+u)x (t)>, =1 (u) - S, (f) vermogenspectrum is FT

f; van tijdsautocorrelatiefunctie

Stochastische signalen
FT
E[<x(t+u;0)x (t;0)>]=E[r (1;0)] —> S ()

=< E[x(t+uw;0)X (t;0)]>=<R_(u,t) > «
IFT

vermogenspectrum i1s FT van verwachtingswaarde van tijdsautocorrelatiefunctie,
of de FT van het tijdsgemiddelde van de statistische autocorrelatiefunctie
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Vermogenspectrum S_(f)

Vermogenspectrum van gefilterd signaal
S, (f) = H(f) S, () IH(f)|? : vermogentransferfunctie
Vermogen als integraal van spectrum

P.=r (0)= f S (f)df

(gelykaardige uitdrukkingen als bij energie en energiespectra)
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Vermogen van stationaire TPn

1) ogenblikkelijk vermogen E[x(t;0)]*] =R (0) onafhankelijk van t

2) gemiddeld vermogen P, = E[<| x(t; o) >t]: R (0)=E[r (0;m)]

gelijk aan ogenblikkelijk vermogen

3) vermogenspectrum
FT
Elr, (o) =R, (u)  S,(f)  'Srmosenspeetrum S(D1s FI van

« statistische autocorrelatiefunctie R (u)
IFT

4) indien ergodisch : r (u;m) = R (u) = S, (f) berekenen uit 1 exemplaar
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Voorbeeld : M-PAM

x(tw)= 3 a(kio)p, (t—KT) R, (m,k) = 6°5(m)

A A\ NN -

V=

o V'V VR

2 2 +o0 2 +00

o) o) o)
(1) =2 [P,(D)] P=2 [IP(O)F af =2 [lp(if di
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Praktische metingen van
tijdsgemiddelde, vermogen, vermogenspectrum
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Deterministisch signaal x(t)

Meting van tijdsgemiddelde (1)

X(t)  — Hye(H)

— y(t)

H,.,(0)=1

y(t) 1s “meting” van

tijdsgemiddelde m, van x(t)

tijdsgemiddelde

Ontbinden van x(t) en y(t) :  x(t) @{Q y(t) @

fluctuatie, met tijjdsgemiddelde =
mX " Han(ﬂ — an(O)m m
${(t) — H, (D) — Ay(1) = x(t) en y(t) hebben hetzelfde
tijdsgemiddelde
u
C
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Meting van tijdsgemiddelde (2)

vermogenspectra :

SAy (f) = Han (f) |2 S (f)

Ax(t)  — Hyyo() — Ay(D)

Vermogen van Ay(t) : Py, =<|Ay(1) >, = [| H,,, () [ S, (F)df

wanneer B, — 0: P, — 0, dus Ay(t) > 0 en y(t) - m,

Kies B, << bandbreedte x(t).

avg

Hoe kleiner B, hoe minder y(t) afwijkt van m,

avg’
[H,y (D

/

SAX(f)

v
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Meting van tijdsgemiddelde (3)

Stochastisch signaal x(t;®)

xX(t;0)— H, o (D) — y(to) H,,(0)=1 Kies B, , <<bandbreedte x(t;»)

y(t;m) * m (m) = <x(t;0)>, tijdsgemiddelde van exemplaar x(t;®)

Indien stationair ergodisch proces :

y(tw) = m,(0) = <x(tw)> = E[x(to)] = b,
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Meting van tijdsgemiddelde (4)

A

T t ‘
Voorbeeld P() :

v
=

x(t;0) = Y a, (@)p, (t—mT)
" 0 T

{a,(®)} : statistisch onathankelijke symbolen Pr[a_(w)=1]=Pr[a_(®0)=0]= %

Tijdsgemiddelde over (0, KT)

1 KT 1 K-1
m_(K;») = T jx(t;a))dt = EZak (o)
0 k=0

(indien ergodiciteit)
1

) . 1 K-1
fim m, (K;0) = fim ) a, (k) = Ela, (@)] =
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Meting van tijdsgemiddelde (5)

Voorbeeld (vervolg) X(t;00) vanaf t=0 aanleggen aan H,,(f) = 1/(1 + j2rft, )
0.7
0.6 -
o 0.5 "
o
o
o
>
© 0.4 :
qg’ —input = 1/2, tau_avg/T = 100
g ——input = random pulse train, tau_avg/T = 100
g 0.3 —input = 1/2, tau_avg/T = 1000
§ / —input = random pulse train, tau_avg/T = 1000
€ 0.2
first-order averaging filter, time constant tau_avg
random pulse train : rectangular pulses with duration T
0.1 i.i.d. equiprobable pulse amplitudes 0 and 1
/ signaling rate 1/T

0.E+00 1.E+03 2.E+03 3.E+03 4.E+03 5.E+03 6.E+03 7.E+03 8.E+03 9.E+03 1.E+04

T
Als 1,/ T toeneemt : meting nauwkeuriger,maar overgangsverschijnsel trager

"Communicatietheorie" - Hoofdstuk 1 : Signalen 65



Meting van vermogen (1)

Deterministisch signaal x(t) Stochastisch signaal x(t;m)
X(t) [x(t)[* X(t;) X(t;0)[? y(to)
7 | ’ |2 g Havg(f) — Y(t) — | ) |2 > Havg(f) —
H,.(0)=1 H,,,(0)=1
P, = <|x(t)]>>, y(t) = P, y(t;0) = <x(t;0)*> =P,
indien ergodiciteit

Kies B, << bandbreedte |x(t;m)[?

x(t;») freq. comp. in (F ., F, ..)
== |X(t7®)|2 freq' comp. in (-(Fmax-Fmin)9 (FmaX-Fmin))
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Meting van vermogen (2)

Voorbeeld 1  x(t) = cos(2nt/T) = P, =1/2 [X(t;0)[* vanaf t=0 aanleggen

. aan H, ,(f) = 1/(1 +2=nfr,,,)

dhbbbbbbbbbkbirirrrrvvvvveedtviiiiiierrnrrrrreyiyii i

nasaaanddansaaaaanadoddnagndpaneadtadnadoodntgatinealpnl
HH

0.4 Ht A
)
: W
2 -
T 03 M ——tau_avg/T =1
= —tau_avg/T =5
(7]
©
[«}]
E
0.2
first-order averaging filter, time constant tau_avg
input = cos(2.pi.t/T)
0.1 -
0 T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

tT
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Meting van vermogen (3)

Voorbeeld 2 X(t;m) stationair met R _(u) = exp(-|u//t,,,) = P, =R (0) =1
)2 _ . .
x(t;w)|” vanaf t=0 aanleggen aan H, () = 1/(1 +j2=nfr,,,)
—tau_avg/tau_corr = 100 |
1.4 —tau_avg/tau_corr = 1000
1.2 1 k J
g '|h! iy ‘k A -.1 e -ﬂ’“a
TR ’ Y ¥
9 \ l'ﬂ ‘ N \m ' Y M V
® 08 -
=}
@
g 0.6 -
04 first-order averaging filter, time constant tau_avg
' input : unit-power first-order random process, time constant tau_corr
0.2
0 T T T T T
0.E+00 1.E+03 2.E+03 3.E+03 4.E+03 5.E+03 6.E+03 7.E+03 8.E+03 9.E+03 1.E+04

t/tau_corr
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Meting van vermogenspectrum (1)

Spectrum analyzer

Auto Couple
Ruto All

FFT & Sweep
BraoEan®

B R
PhHokse Opt
158 khz»
Hin

E

Detector
Hearmale

Avg/VEH Type
Log-Fur {Whdess
Py Hun
RDC Dither

EEL

Futg Has

.....

A Han —

B (=] (=]

Qi *ifd;

fi

CIEE O

Jaen
W @
20 (ECHG

EOECD
e

-
-

ﬂ| -
.{

1

- | -:'l
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Meting van vermogenspectrum (2)

“Spectrum analyzer” meet vermogen P(f,,, B,.,) van reéelwaardig signaal x(t)
in een frequentieband met breedte B, rond de frequenties f, en —

Meting van P_(1,, B,.,) voor f, € span = (f

Ics min? max)

B.. f, €0 L., Z1jn instelbaar

res> “min

Display toont P_(f,, B,.,) als functie van f,, met f, € (f

1cs min? max)
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