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Modulatie en detectie

Hoofdstuk 2 : 
Estimatie- en Decisietheorie
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Definities
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Bron, Kanaal en Schatting

x : parametervector              r : observatievector
p(r|x) : distributie van r bij gegeven x
p(x) : a priori distributie van x

Bron x Kanaal r

p(x) p(r|x)
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Bron, Kanaal en Schatting

x : parametervector              r : observatievector
p(r|x) : distributie van r bij gegeven x
p(x) : a priori distributie van x

de exacte waarde van x kan meestal niet bepaald worden uit r

r

p(r|x2)
p(r|x1)

overlap

Bron x Kanaal r

p(x) p(r|x)
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Bron, Kanaal en Schatting

x : parametervector              r : observatievector
p(r|x) : distributie van r bij gegeven x
p(x) : a priori distributie van x

de exacte waarde van x kan meestal niet bepaald worden uit r

we zoeken een schatting x̂

x̂ is een deterministische functie van r

Bron x Kanaal r Schatting )(ˆ rx ε=

p(x) p(r|x)

)(ˆ rx ε=
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Kostfunctie en Risico

Kostfunctie

),ˆ(C xx wordt minimum voor xx =ˆ

),ˆ(C xx vergelijkt x en x̂

Risico = gemiddelde van de kostfunctie

∫∫ ε== xrxrxrxxxr dd),(p)),((C)],ˆ(C[ER ,

Er,x[.] : verwachtingswaarde over r en x
p(r,x) : gezamenlijke distributie van r en x

De optimale schatting minimaliseert het risico R)(rε
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Informatie (a priori, a posteriori) 
en kansfunctie

p(r,x) = p(r|x)p(x) = p(x|r)p(r) 

gezamenlijke distributie p(r,x) is te schrijven als
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Informatie (a priori, a posteriori) 
en kansfunctie

p(r,x) = p(r|x)p(x) = p(x|r)p(r) 

gezamenlijke distributie p(r,x) is te schrijven als

• p(x) is de a priori distributie van x, en vertegenwoordigt onze kennis van x
wanneer we geen toegang hebben tot de observatie r

p(x)

x
-0.5 0.5

voorbeeld
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Informatie (a priori, a posteriori) 
en kansfunctie

p(r,x) = p(r|x)p(x) = p(x|r)p(r) 

gezamenlijke distributie p(r,x) is te schrijven als

• p(x) is de a priori distributie van x, en vertegenwoordigt onze kennis van x
wanneer we geen toegang hebben tot de observatie r

• p(r|x), beschouwd als functie van x, is de kansfunctie (likelihood function) 
van x, en vertegenwoordigt onze kennis van x verworven via de observatie r

x

p(r1|x) p(r2|x)
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Informatie (a priori, a posteriori) 
en kansfunctie

p(r,x) = p(r|x)p(x) = p(x|r)p(r) 

∫∫ == xxxrxxrr d)(p)|(pd),(p)(p

gezamenlijke distributie p(r,x) is te schrijven als

• p(x) is de a priori distributie van x, en vertegenwoordigt onze kennis van x
wanneer we geen toegang hebben tot de observatie r

• p(r|x), beschouwd als functie van x, is de kansfunctie (likelihood function) 
van x, en vertegenwoordigt onze kennis van x verworven via de observatie r

• p(r) is de marginale distibutie van r :

p(r) hangt niet af van x, en levert dus geen informatie over x



Modulation and detection : Estimation and decision theory 11

Informatie (a priori, a posteriori) 
en kansfunctie

p(r,x) = p(r|x)p(x) = p(x|r)p(r) 

∫∫ == xxxrxxrr d)(p)|(pd),(p)(p

gezamenlijke distributie p(r,x) is te schrijven als

• p(x) is de a priori distributie van x, en vertegenwoordigt onze kennis van x
wanneer we geen toegang hebben tot de observatie r

• p(r|x), beschouwd als functie van x, is de kansfunctie (likelihood function) 
van x, en vertegenwoordigt onze kennis van x verworven via de observatie r

• p(r) is de marginale distibutie van r :

p(r) hangt niet af van x, en levert dus geen informatie over x

• p(x|r) = p(r|x)p(x)/p(r) is de a posteriori distributie van x; p(x|r) 
vertegenwoordigt onze totale kennis van x, door a priori kennis p(x) en de 
kansfunctie p(r|x) te combineren (p(r) is enkel een normalisatiefactor)
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Voorbeeld 1 : HIV-test

kwaliteit HIV-test gekarakteriseerd door :

Pr[test positief | geen HIV]              (typisch << 1)
Pr[test negatief| HIV]                       (typisch << 1)

Wat is de waarschijnlijkheid dat patiënt besmet (niet besmet) is door HIV, 
wanneer de test postief (negatief) is ?

Pr[test positief | geen HIV] = 0.05 (0.005)
Pr[test negatief| HIV] = 0.01(0.001)

Voorbeeld :
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Voorbeeld 1 : HIV-test

kwaliteit HIV-test gekarakteriseerd door :

Pr[test positief | geen HIV]              (typisch << 1)
Pr[test negatief| HIV]                       (typisch << 1)

Wat is de waarschijnlijkheid dat patiënt besmet (niet besmet) is door HIV, 
wanneer de test postief (negatief) is ?

Pr[test positief | geen HIV] = 0.05 (0.005)
Pr[test negatief| HIV] = 0.01 (0.001)

Voorbeeld :

onbekende parameter x ∈ {HIV, geen HIV}
observatie r ∈ {test positief, test negatief}
kansfunctie Pr[r|x]
a posteriori waarschijnlijkheid Pr[x|r] ?
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Voorbeeld 1 : HIV-test

a priori informatie over patiënt : Pr[HIV], Pr[geen HIV] = 1 – Pr[HIV]
bepaald door “gedrag” patiënt

]positieftest Pr[
]HIVPr[]HIV|positieftest Pr[]positieftest |HIVPr[ =

]negatieftest Pr[
]HIVgeen Pr[]HIVgeen |negatieftest Pr[]negatieftest |HIVgeen Pr[ =

Berekening a posteriori informatie :

]HIVgeen Pr[]HIVgeen |positieftest Pr[
]HIVPr[]HIV|positieftest Pr[]positieftest Pr[

+
=



Modulation and detection : Estimation and decision theory 15

Voorbeeld 1 : HIV-test

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Pr[HIV]

Pr
ob

Pr[HIV | test positief]

Pr[geen HIV | test negatief]

Pr[test positief | geen HIV] = 0.05
Pr[test negatief | HIV] = 0.01
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Voorbeeld 2

r = x + w w ~ N(0, σ2) p(r|x) is Gaussiaanse distributie 
met gemiddelde x en variantie σ2

p(x)

x
-0.5 0.5

a priori : x tussen -0.5 en 0.5, 
hoogste waarschijnlijkheid bij x = 0

kansfunctie : 







σ
−−

σπ
= 2

2

2
)xr(exp

2
1)x|r(p

2

x = r is de meest aannemelijke (most likely) waarde voor x
(bij gegeven r wordt p(r|x) maximaal voor x = r)



Modulation and detection : Estimation and decision theory 17

Voorbeeld 2

0
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p(x)
p(r|x), r = -0.2
p(r|x), r = 0.65
p(x|r=-0.2)
p(x|r=0.65)

r = x + w
w : N(0, sigma = 0.1)

σ klein, r = -0.2  ⇒ a posteriori ≈ kansfunctie
waarneming betrouwbaar indien r ∈ (-0.5, 0.5)

σ klein, r = 0.65  ⇒ a posteriori verschilt sterk van kansfunctie en a priori 

σ = 0.1
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Voorbeeld 2
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p(r|x), r = -0.2
p(r|x), r = 0.65
p(x|r=-0.2)
p(x|r=0.65)

r = x + w
w : N(0, sigma = 0.7)

σ groot  ⇒ a posteriori ≈ a priori, ongeacht waarneming r
a priori informatie betrouwbaarder dan waarneming

σ = 0.7
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Detectie en estimatie
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Detectie

Detectie : schatten van een discrete parameter (hypothesetest). 
Schatting wordt “decisie” genoemd.

Beschouw kostfunctie 




≠
=

=
xx
xx

xx
ˆ1
ˆ0

),ˆ(C

Risico :

eP]ˆPr[)],ˆ(C[ER =≠== xxxx foutprobabiliteit

MAP detector minimaliseert Pe

]|~Pr[lnmaxarg]|~Pr[maxargˆ
X~X~

rxxrxxx
xx

====
∈∈
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Detectie

MAP detector kan omgevormd worden tot

( ))~|(pln]~Pr[lnmaxarg)~|(p]~Pr[maxargˆ
X~X~

xrxxxrxxx
xx

+====
∈∈

Indien x uniform over X : MAP detector wordt ML detector

)~|(plnmaxarg)~|(pmaxargˆ
X~X~

xrxrx
xx ∈∈

==

ML detector kan ook gebruikt worden wanneer 
a priori distributie onbekend is of genegeerd wordt 
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Estimatie

Estimatie : schatten van een continue parameter. 

Beschouw kostfunctie 2|ˆ|),ˆ(C xxxx −=

Risico : MSE]|ˆ[|E)],ˆ(C[ER 2 =−== xxxx
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Estimatie

Beschouw kostfunctie 2|ˆ|),ˆ(C xxxx −=

Risico : MSE]|ˆ[|E)],ˆ(C[ER 2 =−== xxxx

Minimaliseren van MSE is vaak vrij bewerkelijk. Alternatief : MAP schatting :

( ))~|(pln)~(plnmaxarg)~|(p)~(pmaxarg

)|~(plnmaxarg)|~(pmaxargˆ

X~X~

X~X~

xrxxrx

rxrxx

xx

xx

+==

==

∈∈

∈∈

Estimatie : schatten van een continue parameter. 
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Estimatie

Beschouw kostfunctie 2|ˆ|),ˆ(C xxxx −=

Risico : MSE]|ˆ[|E)],ˆ(C[ER 2 =−== xxxx

Minimaliseren van MSE is vaak vrij bewerkelijk. Alternatief : MAP schatting :

( ))~|(pln)~(plnmaxarg)~|(p)~(pmaxarg

)|~(plnmaxarg)|~(pmaxargˆ

X~X~

X~X~

xrxxrx

rxrxx

xx

xx

+==

==

∈∈

∈∈

( ))~|(plnmaxarg)~|(pmaxargˆ
X~X~

xrxrx
xx ∈∈

==

Indien p(x) uniform over X : MAP schatting wordt ML schatting

ML schatting kan ook gebruikt worden wanneer a priori distributie onbekend 
of genegeerd, of x is onbekende deterministische parameter 

Estimatie : schatten van een continue parameter. 
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Voorbeeld 1 : estimatie

r = x + w x : scalaire parameter    w ~ N(0, σ2)

p(x) uniform over (-0.5, 0.5)

MAP (of ML) schatting : 








>
−<−

−∈
=

2/1r2/1
2/1r2/1

)2/1,2/1(rr
x̂

a priori :

log. kansfunctie : 2

2

2

2

2
)xr(

2
)xr()2ln()x|r(pln

σ
−−

∝
σ

−
−σπ−= figuur
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Voorbeeld 2 : detectie

r = x + w x : scalaire parameter    w ~ N(0, σ2)

Pr[x=1] = Pr[x=-1] = 0.5

MAP (of ML) detectie :

0r
1x̂

1x̂

−=

=

<
>)1x|r(pln)1x|r(pln

1x̂

1x̂

−=
<
>=

−=

=

⇒ ⇒ )rsgn(x̂ =

2

2

2
)xr()x|r(pln

σ
−−

=

a priori :

log. kansfunctie : figuur
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Voorbeeld 3 : transmissie over BSC

encoder : b → c = χ(b)

b : k informatiebits c : n gecodeerde bits

BSC : foutprobabiliteit p (p < 1/2  ⇒ (1-p)/p > 1)

r : ontvangen n-bit woord

alle sequenties b even waarschijnlijk 
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Voorbeeld 3 : transmissie over BSC

encoder : b → c = χ(b)

b : k informatiebits c : n gecodeerde bits

BSC : foutprobabiliteit p (p < 1/2  ⇒ (1-p)/p > 1)

∏
=

α===
n

1i
iii ]c|rPr[]|Pr[ cαr

r : ontvangen n-bit woord

kansfunctie :





≠α
=α−

=α=
ii

ii
iii cp

cp1
]c|rPr[

alle sequenties b even waarschijnlijk 
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Voorbeeld 3 : transmissie over BSC

d
nddn

p
p1)p1(p)p1()]~(|Pr[]~|Pr[

−
− 







 −
−=−=χ==== bcαrbαr

MAP (of ML) detectie :

))~(,(dd H br χ= : Hamming afstand

))~(,(dminargˆ
H~ brb

b
χ=

minimalisatie van Hamming afstand tussen 
ontvangen woord en mogelijk codewoord

Kansfunctie :

repetitiecode :
0 000
1 111
r : 110

kansfunctie is dalende functie van d
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Voldoende statistiek -
Omkeerbare transformatie
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Voldoende statistiek

In veel gevallen : ln(p(r|x)) = g(ϕ(r), x) + f(r)
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Voldoende statistiek

In veel gevallen : ln(p(r|x)) = g(ϕ(r), x) + f(r) ∝ g(ϕ(r), x)

⇒ z = ϕ(r) is “voldoende statistiek” (sufficient statistic)

r en z = ϕ(r) bevatten dezelfde informatie over x.

hangt niet af van x
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Voldoende statistiek

In veel gevallen : ln(p(r|x)) = g(ϕ(r), x) + f(r) ∝ g(ϕ(r), x)

⇒ z = ϕ(r) is “voldoende statistiek” (sufficient statistic)

r en z = ϕ(r) bevatten dezelfde informatie over x.

De transformatie r → z = ϕ(r) is vaak NIET omkeerbaar : er gaat dus 
informatie verloren bij de transformatie, maar de verloren informatie is 
NIET relevant voor het schatten van x. 

hangt niet af van x
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Omkeerbare transformatie

u = T(z), z = T-1(u) : T(.) is omkeerbare transformatie
⇒ u bevat dezelfde informatie als de voldoende statistiek z
⇒ u is ook voldoende statistiek
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Omkeerbare transformatie

u = T(z), z = T-1(u) : T(.) is omkeerbare transformatie
⇒ u bevat dezelfde informatie als de voldoende statistiek z
⇒ u is ook voldoende statistiek

Zoek de beste schatting in overeenstemming met kostfunctie ),ˆ(C xx
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Omkeerbare transformatie

u = T(z), z = T-1(u) : T(.) is omkeerbare transformatie
⇒ u bevat dezelfde informatie als de voldoende statistiek z
⇒ u is ook voldoende statistiek

optimum
estimation

)(ˆ 11 rx ε=r

Zoek de beste schatting in overeenstemming met kostfunctie ),ˆ(C xx

min Er,x [C(ε1(r), x)]

p(r|x), p(x)
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Omkeerbare transformatie

u = T(z), z = T-1(u) : T(.) is omkeerbare transformatie
⇒ u bevat dezelfde informatie als de voldoende statistiek z
⇒ u is ook voldoende statistiek

optimum
estimation

)(ˆ 11 rx ε=r optimum
estimation

r
ϕ(.)

z )(ˆ 22 zx ε=

Zoek de beste schatting in overeenstemming met kostfunctie ),ˆ(C xx

min Ez,x [C(ε2(z), x)]

p(z|x), p(x)
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Omkeerbare transformatie

u = T(z), z = T-1(u) : T(.) is omkeerbare transformatie
⇒ u bevat dezelfde informatie als de voldoende statistiek z
⇒ u is ook voldoende statistiek

optimum
estimation

)(ˆ 11 rx ε=r optimum
estimation

r
ϕ(.)

z )(ˆ 22 zx ε=

optimum
estimation

ur
ϕ(.)

z
T (.)

)(ˆ 33 ux ε=

Zoek de beste schatting in overeenstemming met kostfunctie ),ˆ(C xx

min Eu,x [C(ε3(u), x)]

p(u|x), p(x)
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Omkeerbare transformatie

u = T(z), z = T-1(u) : T(.) is omkeerbare transformatie
⇒ u bevat dezelfde informatie als de voldoende statistiek z
⇒ u is ook voldoende statistiek

321 ˆˆˆ xxx ==⇒

optimum
estimation

)(ˆ 11 rx ε=r optimum
estimation

r
ϕ(.)

z )(ˆ 22 zx ε=

optimum
estimation

ur
ϕ(.)

z
T (.)

)(ˆ 33 ux ε=

Zoek de beste schatting in overeenstemming met kostfunctie ),ˆ(C xx

Risico : R1 = R2 = R3
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Voorbeeld : detectie

r = a⋅h + w, w ~ N(0, σ2IK)

voldoende statistiek : z = hTr ~ N(λa, σ2λ) : scalair

( )z.a2a
2

1|az|
2

1)a|z(pln 2
2

2
2 −λ

σ
−

∝λ−
λσ

−
∝

omkeerbare transformatie : u = z/λ  ~ N(a, σ2/λ)

( )u.a2a
2

|au|
2

)a|u(pln 2
2

2
2 −

σ
λ−

∝−
σ
λ−

∝

a ∈ constellatie C (M punten)

|h|2 = λ( ))(a2a
2

1
2

|a|)2ln(K)a|(pln T2
22

2

rhhrr ⋅−λ
σ

−
∝

σ
⋅−

−σπ⋅−=

h a.h

w

r
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Voorbeeld : detectie

maximalisatie van )a~|(pln r )a~|z(pln )a~|u(plnof of

leidt tot dezelfde decisie

2

Ca~
2

2Ca~

2

Ca~
2

2Ca~

2

Ca~
2

2Ca~

|a~u|min|a~u|
2

max

|a~z|min|a~z|
2

1max

|a~|min|a~|
2

1maxâ

−=−
σ
λ−

=

λ−=λ−
λσ

−
=

−=−
σ
−

=

∈∈

∈∈

∈∈
hrhr

u afronden naar 
dichtstbijgelegen
constellatiepunt
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Gaussiaanse observatievector
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Gaussiaanse observatievector

r = s(x) + w      w ~ Nc(0, N0IK)

logaritmische kansfunctie :

( )

( )2H
2
0

2H2
2
0

2
2
0

k

2
kk2

0

2
0

|)(|])(Re[2
2

1

|)(|])(Re[2||
2

1

|)(|
2

1

|)(sr|
2

1)2ln(K)|(pln

xsrxs

xsrxsr

xsr

xxr

−
σ

∝

+−
σ

−∝

−
σ

−∝

−
σ

−πσ−= ∑

K : dimensie van r, s(x), w

N0 = 2σ0
2
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Voorbeeld

r = a + w      w ~ Nc(0, σ0
2IK)

“zachte” decodering over AWGN kanaal

encoder + mapper : b → c → a = χ(b)

b : k informatiebits c : n gecodeerde bits

alle sequenties b even waarschijnlijk 

a : K datasymbolen, behorend tot constellatie met M = 2m punten (K = n/m)

MAP (of ML) detector : 
2

~ |)~(|minargˆ brb
b

χ−=
minimalisatie van Euclidische afstand
tussen ontvangen woord en toelaatbare 
symboolsequentie

repetitiecode :
0 000 -4, -4, -4
1 111 4, 4, 4
r : 1, 1, -4
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Continue-tijd Gaussiaanse observaties

r(t) = s(t;x) + w(t) w(t) ~ Nc(0, N0δ(u))

( )∫∫ −∝−
−

∝ dt|);t(s|)];t(s)t(rRe[2
N
1dt|);t(s)t(r|

N
1)|(pln 2*

0

2

0

xxxxr

 

r(t)

-2s*(t;x)

x ∫ dt...Re[.] +
)|(plnN0 xr−∝

∫ dt|);t(s| 2x

r(t)
| . |2

s(t;x)

+ ∫ dt...
-

)|(plnN0 xr−∝
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Continue-tijd Gaussiaanse observaties

Meerdere observaties (voorbeeld : meerdere antennes aan ontvanger)

rn(t) = sn(t;x) + wn(t)      wn(t) ~ Nc(0, N0,nδ(u))     (n = 0, ..., N-1)

( )∑ ∫

∑ ∫
−

=

−

=

−∝

−
−

∝

1N

0n

2
n

*
nn

n,0

1N

0n

2
nn

n,0

dt|);t(s|)];t(s)t(rRe[2
N

1

dt|);t(s)t(r|
N

1)|(pln

xx

xxr

ruistermen wn1(t) en wn2(t) statistisch onafhankelijk
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Cramer-Rao grens

r ~ Nc(s(x), 2σ2IN), x reële continue vectorparameter
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)(Re1)( xsxsJFIM :

benchmark voor MSE[ ] ( ) m,m
1

T
2

mm, )xx̂(E −≥− Jxr

JT = JP + Ex[J]           J : Fisher information matrix (FIM)
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)(pln
x

)(plnE)( xxxJ xx
(bijdrage a priori 

informatie)

(bijdrage observatie)

MAP schatting : 

wanneer N → ∞ of σ2 → 01
T

T
, ]))(ˆ)()(ˆ[(E −→−− Jxrxxrxxr
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Cramer-Rao grens : opmerkingen

CRB voor complexe parameter









∂

∂
⋅

∂
∂

= ∫ dt
x

);t(s
x

);t(sRe
N
2)(

nm

*

0
n,m

xxJ

Continue observatie r(t) = s(t;x) + w(t), w(t) ~ Nc(0, N0δ(u))

Formules blijven gelden, met

x = xR + jxI : CRB toepassen op x’ = (xR
T, xI

T)T
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Cramer-Rao grens : voorbeeld

r = x + w, with ),0(N~x 2
xσ ),0(N~w 2

wσ

2
w

2
x

2
xrx̂
σ+σ

σ
= 2

w
2
x

2
x

2
w2

x,r ])xx̂[(E
σ+σ

σσ
≥−

MAP schatting

(geldt hier met gelijkheid !)

(geldt hier met gelijkheid !)

CRBML > CRBMAP

ML schatting (maakt geen gebruik van a priori informatie)

rx̂ = 2
w

2
x,r ])xx̂[(E σ≥−
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ML detectie bij Gaussiaanse observatie :
BER performantie
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Exacte BER-uitdrukking (1)

Observatie : r = s(a) + w     w ~ Nc(0, N0IK)    a ∈ CN

ML detectie : 2

C~
|)~(|minˆ

N
asra

a
−=

∈

Verstuurd : N
i C∈= αa Gedetecteerd : N

j Cˆ ∈= αa

))(,)((n

))(,)((n

))(,)((n

)(

)(

)(

)(

)(

)(

NjNib

njnib

1j1ib

Nj

nj

1j

j

Ni

ni

1i

i

αα

αα

αα

α

α

α

α

α

α

α

α























=























=
M

M

M

M

#bitfouten : ),(N jib αα

∑
=

=
N

1n
njnibjib ))(,)((n),(N ααααtotaal :

2
00 2N σ=

C : constellatie met M punten
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Exacte BER-uitdrukking (1)

Observatie : r = s(a) + w     w ~ Nc(0, N0IK)    a ∈ CN

ML detectie : 2

C~
|)~(|minˆ

N
asra

a
−=

∈

Verstuurd : N
i C∈= αa Gedetecteerd : N

j Cˆ ∈= αa

))(,)((n

))(,)((n

))(,)((n

)(

)(

)(

)(

)(

)(

NjNib

njnib

1j1ib

Nj

nj

1j

j
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ni

1i

i
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αα

αα

α

α

α

α

α

α

α

α
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=
M

M

M

M

#bitfouten : ),(N jib αα

∑
=

=
N

1n
njnibjib ))(,)((n),(N ααααtotaal :

hangt af van 
mapping

2
00 2N σ=
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Exacte BER-uitdrukking (2)

∑
=

==
⋅

=
⋅

=
=

NM

1j
ijjib

22

ib
i ]|ˆPr[),(N

)M(logN
1

)M(logN
]|)ˆ,(N[E)(BER αaαaαααaaaα

Conditionele BER m.b.t. symboolvector (voor a = αi) :

Gemiddelde BER m.b.t. symboolvector :

∑
=

==
⋅

=
NM

1i
ii

2

b ]Pr[)(BER
)M(logN

)]ˆ,(N[EBER αaαaa

Bij ongecodeerde transmissie geldt :  Pr[a = αi] = M-N
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Exacte BER-uitdrukking (3)

∑
=

=
N

1n
nBER

N
1BER

∑
=

===
M

1m
mnmn

2

nnb
n ]αaPr[)α(BER

)M(log
)]â,a(n[EBER

∑
=

=
N

1n
njnibjib ))(,)((n),(N αααα ⇒ equivalente uitdrukking voor BER

∑
=

===
=

=
M

1'm
mn'mn'mmb

22

mnnnb
mn ]αa|αâPr[)α,α(n

)M(log
1

)M(log
]αa|)â,a(n[E)α(BER

Conditionele BER m.b.t. n-de symbool (voor an = αm)

Gemiddelde BER m.b.t. n-de symbool

Gemiddelde BER m.b.t. symboolvector :
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Bovengrens op BER (1)

Eenvoudige bovengrens bepalen op ]|ˆPr[ ij αaαa ==

( ) 







=−≤−===

≠
i

j

22
jij ||)(||)(|Pr]|ˆPr[ αaαsrαsrαaαa I

l
l

]||)(||)(Pr[|PEP]|ˆPr[ i
2

i
2

ji|jij αaαsrαsrαaαa =−≤−=≤==⇒

∑
=

==≤
NM

1i
iiupup ]Pr[)(BERBERBER αaα

PEP : “pairwise error probability”

]|ˆPr[ ij αaαa == ]αa|αâPr[ mn'mn ==en moeilijk te berekenen

)(BERPEP),(N
)M(logN

1)(BER i

M

1j
i|jjib

2
iup

N

αααα ≤
⋅

= ∑
=



Modulation and detection : Estimation and decision theory 56

Bovengrens op BER (2)

2
ji

2
j,i

2
j,i |)()(|||d αsαs∆ −==

]||]Re[2Pr[

]|||Pr[|

]||)(||)(Pr[|PEP

2
j,i

H
j,i

22
j,i

i
2

i
2

ji|j

∆w∆

ww∆

αaαsrαsr

−<=

<+=

=−<−= )()( jij,i αsαs∆ −=

)( iαs)( jαs

w
r

di,j

0

Berekening PEPj|i
r = s(αi) + w
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Bovengrens op BER (2)

2
ji

2
j,i

2
j,i |)()(|||d αsαs∆ −==

w∆H
j,i

]||]Re[2Pr[

]||)(||)(Pr[|PEP
2

j,i
H

j,i

i
2

i
2

ji|j

∆w∆

αaαsrαsr

−<=

=−<−= )()( jij,i αsαs∆ −=

)( iαs)( jαs

w
r

di,j

0

)d4,0(N~]Re[2

)d2,0(N~
2

j,i
2
0

H
j,i

2
j,i

2
0c

H
j,i

σ⇒

σ

w∆

w∆

w is circulair symmetrisch (CS) ⇒ is CS

Berekening PEPj|i

2
j,i

2
0

2
j,i

2
0j,i

HH
j,i

2H
j,i d2||2][E]|[|E σ=σ== ∆∆ww∆w∆
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Bovengrens op BER (2)

2
ji

2
j,i

2
j,i |)()(|||d αsαs∆ −==]||]Re[2Pr[

]||)(||)(Pr[|PEP
2

j,i
H

j,i

i
2

i
2

ji|j

∆w∆

αaαsrαsr

−<=

=−<−= )()( jij,i αsαs∆ −=

)( iαs)( jαs

w
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di,j
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)d4,0(N~]Re[2 2
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2
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H
j,i σw∆
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( )∫
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−
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v
2
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2
1 duexp)v(Q 2

Berekening PEPj|i
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Bovengrens op BER (3)

termssmaller
2
dQC]Pr[)(BERBER

0

min
M

1i
iiupup

N

+







σ

⋅=== ∑
=

αaα

|)()(|mindmind jijij,ijimin αsαs −==
≠≠

minimale Euclidische afstand 
tussen signaalvectoren

∑ ∑
= ∈

=










⋅
=

N

ij

M

1i
i

A
jib

2

]Pr[),(N
)M(logN

1C αaαα
α

}d|)()(|,{A minjiji =−= αsαsα

∑
=









σ⋅

=
NM

1j 0

j,i
jib

2
iup 2

d
Q),(N

)M(logN
1)(BER ααα

verzameling van symboolvectoren, waarvan de 
corresponderende signaalvectoren op minimale 
afstand dmin liggen van s(αi) 
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Bovengrens op BER (4)
Voorbeeld 1

Observatiemodel : r = a + w (s(a) = a)   w ~ Nc(0, N0IN), an ∈ {-1, 1}

iαStel : en jα verschillen in m posities

m),(N jib =αα

Bij gegeven iα zijn er )!mN(!m
!Nm

NC −= vectoren jα die in m posities verschillen met 

termssmaller1QmmQC
N
1BER

0

N

1m 0

m
Nup +








σ

=







σ

= ∑
=

m4d2
j,i = 2dmin =

iα

(m=1)

∑
=









σ

=
N

1m 0

m
Niup

mmQC
N
1)(BER α hangt niet af van iα
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Bovengrens op BER (4)

term met m=1
termen met m > 1

Voorbeeld 1

Observatiemodel : r = a + w (s(a) = a)   w ~ Nc(0, N0IN), an ∈ {-1, 1}

iαStel : en jα verschillen in m posities

m),(N jib =αα

Bij gegeven iα zijn er )!mN(!m
!Nm

NC −= vectoren jα die in m posities verschillen met 

termssmaller1QmmQC
N
1BER

0

N

1m 0

m
Nup +








σ

=







σ

= ∑
=

m4d2
j,i = 2dmin =

iα

(m=1)

∑
=









σ

=
N

1m 0

m
Niup

mmQC
N
1)(BER α hangt niet af van iα
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Bovengrens op BER (5)
Voorbeeld 1 (vervolg)

Observatiemodel : r = a + w (s(a) = a)   w ~ Nc(0, N0IN), an ∈ {-1, 1}

ML decisieregel

∑
=∈∈

−=−=
N

1n

2
nn

C~
2

C~
|a~r|min|~|minˆ

NN aa
ara

n-de term hangt enkel van  na~ af ⇒ elke term afzonderlijk minimaliseren

])rsgn(Re[])rRe[a~2(max|a~r|minâ nnCa~
2

nCa~n ==−=
∈∈
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Bovengrens op BER (6)
Voorbeeld 1 (vervolg)

])rsgn(Re[])rRe[a~2(max|a~r|minâ nnCa~
2

nCa~n ==−=
∈∈









σ

== ∑
= 0

N

1n
n

1QBER
N
1BER

Exacte berekening BER (eenvoudig, omdat s(a) = a en an ∈ {-1,1})
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<++>+−=

=−=+−===
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nnnnn

1Q

]0]wRe[1Pr[
2
1]0]wRe[1Pr[

2
1

]1a|1âPr[
2
1]1a|1âPr[

2
1BER

= dominante term in BERup

),0(N~]wRe[ 2
0n σ

BER m.b.t. n-de symbool :

Re[rn] = an + Re[wn ]
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Bovengrens op BER (7)
Voorbeeld 1 (vervolg)

1.E-09

1.E-08

1.E-07

1.E-06

1.E-05

1.E-04

1.E-03

1.E-02

1.E-01

1.E+00

0 2 4 6 8 10 12 14

Eb/N0 (dB)

B
ER exact
upper bound, N=10
upper bound, N=30
upper bound, N=100
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Bovengrens op BER (8)
Voorbeeld 2

scalaire observatie : r = a + n
a ∈ C (M punten), E[|a|2] = Es
n ~ Nc(0, N0)
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Bovengrens op BER (8)
Voorbeeld 2

scalaire observatie : r = a + n
a ∈ C (M even waarschijnlijke punten), E[|a|2] = Es
n ~ Nc(0, N0)

⇒ BER = BERC(Es/N0)

constellatie

BER kan gemakkelijk exact berekend worden wanneer 
decisielijnen evenwijdig zijn en/of loodrecht op elkaar staan
(M-PAM, M-QAM); exacte berekening moeilijk bij M-PSK met M > 4
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Bovengrens op BER (9)
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Bovengrens op BER (10)

Voorbeeld 2 (vervolg)

Willekeurige constellatie : bovengrens op BER (via PEP)

∑
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αα⋅≤







 M

1'm,m 0

2
'm,m

'mmb
20

s
C N2

e
Q),(n

M
1

)M(log
1

N
EBER

em,m' = |αm - αm'|   Euclidische afstand tussen constellatiepunten αm en αm’

( ) termssmaller
N2

eQCBER
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2
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C 0
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⋅≈
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⋅=
M

1m Aα
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j,ijimin emine
≠

= minimale afstand ts.
constellatiepunten
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Bovengrens op BER (11)

Voorbeeld 2 (vervolg)

Speciaal geval : Gray-mapping 
(constellatiepunten op afstand emin verschillen in 1 bit)

( ) termssmaller
N2

eQCBER
0

2
min

N
E

C 0

s +







⋅≈

∑ ∑
= ∈

⋅=
M

1m Aα
'mmb

2 m'm

),αα(n
M
1

)M(log
1C }e||,{A min'mm'mm =α−αα=

= 1 (Gray-mapping)

∑
=

⋅=
M

1m
m

2

#
M
1

)M(log
1C #m = aantal elementen in Am

= aantal buren van αm op afstand emin

gemiddeld aantal buren op afstand emin



Modulation and detection : Estimation and decision theory 70

Continue-tijd Gaussiaanse observatie

r(t) = s(t;a) + w(t)        w(t) ~ Nc(0, N0δ(u))

Formules voor BER en BERup blijven gelden, met 

∫ −= dt|);t(s);t(s|d 2
ji

2
j,i αα

in plaats van

∑
=

−=−=
K

1k

2
ikik

2
ii

2
j,i |)(s)(s||)()(|d αααsαs
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Lineaire digitale modulatie 

• Observatiemodel : discrete tijd, continue tijd
• Voldoende statistiek
• ML detectie, BER
• Symbool-per symbool ontvangers



Modulation and detection : Estimation and decision theory 72

Lineaire digitale modulatie :
observatiemodel
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Observatiemodel : discrete tijd

NN2211

N

1n
nn aaaa)( hhhhHaas +++=== ∑

=

L

Gaussiaans observatiemodel : r = s(a) + w

signaalvector s(a) lineair 
in symboolvector a

a : dimensie Nx1, an ∈ C, E[|an|2] = Es

H = (h1, ..., hN) : dimensie KxN    

w ~ Nc(0, N0IK)  

a s(a)

w

r
H +

kolommen {hn} zijn lineair onafhankelijke eenheidsvectoren (K≥N) : |hn| = 1
⇒ verschillende symboolvectoren a leiden tot verschillende signaalvectoren s(a)

2
00 2N σ=

∑
=

=
N

1n
nn,kk aH)(s a

r : dimensie Kx1
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Observatiemodel : continue tijd

)t(ha)t(ha)t(ha)t(ha);t(s NN2211

N

1n
nn +++== ∑

=

La

Gaussiaans observatiemodel : r(t) = s(t;a) + w(t)

signaal s(t;a) lineair 
in symboolvector a

a : Nx1, an ∈ C w(t) ~ Nc(0, N0δ(u))  

pulsen {hn(t)} zijn lineair onafhankelijk
⇒ verschillende symboolvectoren a leiden tot verschillende signalen s(t;a)

2
00 2N σ=

pulsenergie = 1 : 1dt|)t(h| 2
n =∫
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Observatiemodel : continue tijd

a1

an

aN

hn(t)

hN(t)

h1(t)

Σ
s(t;a) r(t)

w(t)

+
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Lineaire digitale modulatie :
voldoende statistiek
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Voldoende statistiek :
discrete-tijd observatie 

r
HH

z

Logaritmische kansfunctie :

HaHarHarrHarar HHHHH2
0 ]Re[2||)|(plnN +−=−=−

Voldoende statistiek : z = HHr

rhH
nnz = hn : n-de kolom van H n = 1, 2, ..., N (≤ K)

Logaritmische kansfunctie : Gaazaar HH
0 ]Re[2)|(plnN +−∝− G = HHH

|hn|2 = 1   ⇒ Gn,n = 1∑==
k

'n,k
*

n,k'n
H
n'n,n HHG hh
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Voldoende statistiek :
discrete-tijd observatie

a s(a)

w

r
H + HH

z

z = HH(Ha + w) = Ga + n G = HHH

n = HHw ~ Nc(0, N0G)

n

N

1'n
'n'n,nn naGz += ∑

=
∑∑ ===

k
'n,k

*
n,k

k
k'n

*
kn'n

H
n'n,n HH)()(G hhhh
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Voldoende statistiek :
continue-tijd observatie

[ ] ∑∑ ∫∫ ∑ ∫

∫ ∑

= ==

=

+−=

−=−

N

1n

N

1'n
'n

*
n'n

*
n

N

1n

*
n

*
n

2

2
N

1n
nn0

dt)t(h)t(haadt)t(r)t(haRe2dt|)t(r|

dt|)t(ha)t(r|)|(plnN ar

Logaritmische kansfunctie :

Voldoende statistiek : ∫= dt)t(r)t(hz *
nn n = 1, 2, ..., N

∫= dt)t(h)t(hG 'n
*
n'n,n

Logaritmische kansfunctie :

Gaazaar HH
0 ]Re[2)|(plnN +−∝−

1G1dt|)t(h| n,n
2

n =⇒=∫
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Voldoende statistiek :
continue-tijd observatie

Front-end ontvanger

)t(h*
n −

r(t)

)t(h*
1 −

)t(h*
N −

z1

zn

zN
t=0

t=0

t=0

“matched” filters

0t

*
n

*
n

*
nn

du)ut(r)u(h

du)u(r)u(h

du)u(r)u(hz

=∫
∫
∫

−−=

−−=

=
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Voldoende statistiek :
continue-tijd observatie

n

N

1'n
'n'n,n

N

1'n
'n'n

*
n

*
nn naGdt)t(w)t(ha)t(hdt)t(r)t(hz +=






 +== ∑∫ ∑∫

==

∫= dt)t(h)t(hG 'n
*
n'n,n

∫= dt)t(w)t(hn *
nn

'n,n0'n
*
n0

*
'nn GNdt)t(h)t(hN]nn[E =∫=

z = Ga + n n ~ Nc(0, N0G)

gelijkaardige betrekkingen als bij discrete-tijd observatie

1G1dt|)t(h| n,n
2

n =⇒=∫
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Lineaire digitale modulatie :
ML detectie
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ML detectie

( ) 











−=−= ∑∑

==∈∈

N

1n
n

*
n

N

1'n,n
'n'n,n

*
n

C~
HH

C~
za~Re2a~Ga~minarg]~Re[2~~minargˆ

NN aa
zaaGaa

ML detectie : Gaazaar HH
0 ]Re[2)|(plnN +−∝−

z
ML detectie

â

kruistermen als 
G niet-diagonaal

⇒ rekencomplexiteit ML detectie evenredig met MN

⇒ exponentieel in aantal (N) symbolen !!
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ML detectie voor diagonale G

( )∑
=∈

−=
N

1n
n

*
n

2
n

C~
]za~Re[2|a~|minargˆ

Na
a

( ) 2
nCa~n

*2

Ca~n |a~z|minarg]za~Re[2|a~|minargâ −=−=
∈∈

G diagonaal  ⇒ G = IN

ML detectie : geen kruistermen !

⇒ symbool-per-
symbool detectie

G = IN ⇒ rekencomplexiteit ML detectie lineair in aantal (N) symbolen

zn symb.-per-symb.
detectie

nâ



Modulation and detection : Estimation and decision theory 85

Voorwaarde voor diagonale G

'nn

K

1k
'n,k

*
n,k'n

H
n'n,n hhG −

=

δ=== ∑hhG = IN als kolommen H orthonormaal :

Discrete-tijd observatie :

Continue-tijd observatie :

'nn'n
*
n'n,n dt)t(h)t(hG −δ== ∫G = IN als pulsen hn(t) orthonormaal :
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Analyse voldoende statistiek

z = Ga + n n ~ Nc(0, N0G)

diagonale G : G = IN

z = a + n, n ~ Nc(0, N0IN)

- geen ISI, ruiscomponenten statistisch onafhankelijk
- ML detectie is herleid tot symbool-per-symbool detectie (complexiteit ~ N)

niet-diagonale G leidt tot :
- intersymboolinterferentie (ISI) en gecorreleerde ruistermen in z
- rekencomplexiteit ML detectie exponentieel in N
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Lineaire digitale modulatie :
BER van ML ontvanger
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BER bij ML detectie : diagonale G

G diagonaal ⇒ G = IN

z = a + n, n ~ Nc(0, N0IN)









=

0

s
C N

EBERBER

zn = an + nn

2
nCa~n |a~z|minargâ −=

∈

componenten van n stat. onafh.

Bij hoge SNR wordt BER bepaald door emin, 
de minimale Euclidische afstand tussen constellatiepunten
(zie bovengrens gebaseerd op PEP)

symbool-per-symbool detectie

hangt niet af van de (orthonormale) {hn} 
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BER bij ML detectie : niet-diagonale G
Bovengrens op BER

∑
=

−









σ⋅

=≤
NM

1j,i 0

j,i
jib

2

N

up 2
d

Q),(N
)M(logN

MBERBER αα

j,i
H

j,ij,i
HH

j,i
2

j,i
2

ji
2

j,i |||)|d GeeHeHeHeHαHα ===−=

BER bij hoge SNR bepaald door dmin
2

j,i
ji

j,i

2
min dmind

≠

=

jij,i ααe −= verschil ts. symboolvectoren

di,j : Euclidische afstand tussen signaalvectoren ii )( Hααs = jj )( Hααs =en

Continue-tijd observatie : j,i
H

j,i

2

n
nj,in

2
j,i dt))(t(hd Geee == ∫ ∑
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BER bij ML detectie : niet-diagonale G
Bovengrens op dmin

j,i
H

j,i
ji

j,i

2
j,i

ji
j,i

2
min mindmind Gee

≠≠

==

Beschouw twee symboolvectoren die in slechts 1 symbool verschillen, 
nl. op positie n :  























−=

M

M

0
)()(

0

njnij,i ααe

Kies minnjni e|)()(| =− αα

emin : minimale afstand ts. constellatiepunten

⇒ di,j = emin

⇒ dmin ≤ emin

BER (bij hoge Es/N0) 
niet lager dan bij 
diagonale G
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BER bij ML detectie : niet-diagonale G
“Genie” benedengrens op BER (1)

Stel : r = Ha + w, {an’, n’≠n} gekend aan ontvangerzijde (“genie”) 
⇒ BER van “genie” ontvanger is benedengrens op werkelijke BERn

∑
≠

−=
n'n

'n'na' hrr

Inverteerbare transformatie : bijdrage gekende symbolen aftrekken van r

⇒ r' = anhn + w

∑
=

=
N

1n
nBER

N
1BER

benedengrens op BERn ⇒ benedengrens BERlow op BER

ML-detectie van an op basis van r’
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BER bij ML detectie : niet-diagonale G
“Genie” benedengrens op BER (2)

r' = anhn + w

( ) 2
n

'
n2

0

'
n

*
n

2
n2

0

2
nn2

0
n |az|

2
1]zaRe[2|a|

2
1|a'|

2
1)a|'(pln −

σ
−

∝−
σ
−

∝−
σ
−

∝ hrr

)2,0(N~a'z 2
0c

H
n

H
nn

H
n

'
n σ+== whwhrh

⇒ BERC(Es/N0) ≤ BERn

2
na~n |a~z|minargâ −=

⇒ BERlow = BERC(Es/N0) ≤ BER

ML-detectie van an op basis van r’

⇒ BER genie ontvanger = BERC(Es/N0) (zelfde BER als bij diagonale G)

∑
=

=
N

1n
nBER

N
1BER

2
00 2N σ=

decisieregel : 

voldoende statistiek :



Modulation and detection : Estimation and decision theory 93

BER bij ML detectie : niet-diagonale G
Voorbeeld (1)









γ

γ
=

1
1

G|γ|≤1

r = a1h1 + a2h2 + w an ∈ {-1, 1}

hn reëel |hn| = 1 γ== 1
T
22

T
1 hhhh

( )







−±=γ−
±±=

±=γ+
=+γ+=
















γ

γ
=

)2,2()e,e()1(8
)0,2(),2,0()e,e(4

)2,2()e,e()1(8
eee2e

e
e

1
1

eed

21

21

21
2
221

2
1

2

1
21

2
j,i








<γ<γ−
<γ<−
−<γ<−γ+

=
15.0)1(8

5.05.04
5.01)1(8

d2
min

4e2
min =

γ-1 -1/2 0 1/2 1

4

16

0

2
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BER bij ML detectie : niet-diagonale G
Voorbeeld (2)

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2

θ

2
1

2
2)cos(

4
>=θ=γ⇒

π
=θ 








θ
θ

=







=

sin
cos

0
1

21 hh
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BER bij ML detectie : niet-diagonale G
Voorbeeld (3)

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2

ML decisiegebieden

)1,1()â,â( 21 =

)1,1()â,â( 21 −=)1,1()â,â( 21 −−=

)1,1()â,â( 21 −=
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BER bij ML detectie : niet-diagonale G
Voorbeeld (4)

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2
1

1
dmin/2

1765.0
2

d  ruismarge343.2)1(8d min2
min <≈=⇒≈γ−=








σ

≈
0

min
up 2

dQ
2
1BER









θ
θ

=







=

sin
cos

0
1

21 hh
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BER bij ML detectie
Samenvatting

• kolommen van H orthonormaal  (G = IN) 
⇒ ML detectie wordt symbool-per-symbool detectie (complexiteit ∝ N)
⇒ BER bepaald door minimale afstand tussen constellatiepunten
⇒ BER = BERC(Eb/N0) = “genie” benedengrens

• kolommen van H niet orthogonaal (G niet-diagonaal)
⇒ ML detectie zeer rekenintensief (complexiteit ∝ MN)
⇒ BER bepaald door minimale afstand tussen signaalvectoren

(≤ minimale afstand tussen constellatiepunten)
⇒ BERlow : genie ontvanger; BERup : PEP

• Gelijkaardige besluiten voor continue-tijd observatie
(n-de kolom van H  ↔ n-de puls hn(t))
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Lineaire digitale modulatie :
symbool-per-symbool ontvangers

• Negeren van interferentie
• Reductie van interferentie : 

lineaire ontvangers (ZF, MMSE)
• Reductie van interferentie : 

ontvangers met decision-feedback (ZF, MMSE)

complexiteit evenredig met N
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Negeren van interferentie

voldoende statistiek : z = Ga + n n ~ Nc(0, N0G)

n

n

nm
mm,nnn n

ISI

agaz ++= ∑
≠ 43421

ISIn : intersymboolinterferentie in zn

ontvanger negeert ISI en ruiscorrelatie in z, en maakt de volgende decisie :

2
nCa~n |a~z|minargâ −=

∈
n = 1, ..., N

a s(a)

w

r
H + HH

z symb.-per-symb.
detectie

â

nn ~ Nc(0, N0)

Gn,n = 1
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Negeren van interferentie

aanwezigheid ISI reduceert ruismarge∑
≠

α−≈
nm

m,nmax
min

n |g|||
2

e ruismarge

n

n

nm
mm,nnn n

ISI

agaz ++= ∑
≠ 43421

∑
≠

α=≤
nm

m,nmaxmaxnn |g||||ISI||ISI| ||max||
Cmax α=α

∈α

αj αi

2|ISIn|max

emin

Stel an = αi
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Negeren van interferentie :
Voorbeeld (1)









γ

γ
=

1
1

G|γ|≤1

r = a1h1 + a2h2 + w an ∈ {-1, 1}

hn reëel |hn| = 1 γ== 1
T
22

T
1 hhhh

z1 = a1 + γa2 + n1
z2 = a2 + γa1 + n2

⇒ ruismarge = 1 - |γ|

Re[z1]0

Stel γ > 0

1-1

(1, -1) (1, 1)(-1, -1) (-1, 1)(a1, a2) :

1-γ









σ

γ+
+








σ

γ−
=

00

1Q
2
11Q

2
1BER (γ = 0 ⇒ “genie” ondergrens op BER)

2
00 2N σ=
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Negeren van interferentie :
Voorbeeld (2)

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2

decisiegebieden
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Negeren van interferentie :
Voorbeeld (3)

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2

ruismarge : 293.0
2
21)cos(11 ≈−=θ−=γ−








θ
θ

=







=

sin
cos

0
1

21 hh
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Reductie van ISI : 
zero-forcing (ZF) lineaire ontvanger

Lineaire bewerking op voldoende statistiek z om ISI te elimineren

z = Ga + n n ~ Nc(0, N0G)

u = G-1z = a + G-1n = a + nu nu = G-1n = G-1HHw ~ Nc(0, N0G-1)

a s(a)

w

r
H + HH

z symb.-per-symb.
detectie

â
G-1

u

correlatie van ruiscomponenten in nu wordt genegeerd bij de decisie

2
nCa~n |a~u|minargâ −=

∈
n = 1, ..., N
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ZF lineaire ontvanger :
Alternatieve interpretatie

u = G-1z = G-1HHr = VHr met V = HG-1 = (v1, v2, ...)
⇒ vn ∈ span(h1, h2, ..., hN) 

u = VHr = VH(Ha + w) 
= G-1HHHa + VHw = G-1Ga + VHw = a + VHw

'nn'n
H
n −δ=⇒ hv

wvwvhv H
nn

H
n

'n
'n'n

H
nn aa)(u +=+= ∑

rvH
nnu = projectie van r op n-de kolom van V

2
n0

2H
n ||N]|[|E vwv =

• vn loodrecht op alle hn’ met n’≠n

• 1n
H
n =hv
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ZF lineaire ontvanger :
Alternatieve interpretatie

0
2

n0
2H

n N||N]|[|E ≥= vwv

eliminatie van ISI leidt tot “noise enhancement” : 
er is meer ruis in un dan in zn (maar un bevat geen ISI meer)

vn

hn

1

vn-hn

1||||||||

)(
0||1)(

)(

2
n

2
nn

2
n

2
n

nnn

2
nnn

H
n

nnnn

=≥−+=⇒

−⊥⇒
=−=−

−+=

hhvhv
hvh

hhvh
hvhv

wv
wh

H
nnn

H
nnnn

au

ISIaz

+=

++=

(Pythagoras)

0
2

n0
2H

n N||N]|[|E == hwh
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ZF lineaire ontvanger :
Voorbeeld (1)









γ

γ
=

1
1

G

|γ|≤1

r = a1h1 + a2h2 + w an ∈ {-1, 1}

hn reëel |hn| = 1 γ== 1
T
22

T
1 hhhh









γ−

γ−
γ−

=−

1
1

1
1

2
1G

u1 = a1 + (nu)1 u2 = a2 + (nu)2 02
02

2u
2

1u N
1

N]|)([|E]|)([|E ≥
γ−

== nn










σ
γ−

=
0

21QBER (γ = 0 ⇒ “genie” ondergrens op BER)

2
00 2N σ=

)N(N~ 1
0cuu

H1 −− +== GnnarHGu
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ZF lineaire ontvanger :
Voorbeeld (2)

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2
v2

v1

richtingen v1 (⊥ h2) en v2 (⊥ h1) waarop r wordt geprojecteerd



Modulation and detection : Estimation and decision theory 109

ZF lineaire ontvanger :
Voorbeeld (3)

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2
v2

v1

decisiegebieden



Modulation and detection : Estimation and decision theory 110

ZF lineaire ontvanger :
Voorbeeld (4)

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2
v2

v1

ruismarge =







θ
θ

=







=

sin
cos

0
1

21 hh 707.01)sin( 2 ≈γ−=θ
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Reductie van ISI : 
ZF ontvanger met decision-feedback (DFB)
Principe Reeds gedetecteerde symbolen worden als correct beschouwd. 

Hun bijdrage wordt afgetrokken van de ingang tot de detector.
Foutieve decisies kunnen leiden tot foutpropagatie !

a s(a)

w

r
H + HH

z symb.-per-
symb. detectie

â
HFF

u+

HFB

u = HFFz - HFBa 2
nCa~n |a~u|minargâ −=

∈
symbool-per-symbool decisie :

feedforward

feedback

-
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Reductie van ISI : 
ZF ontvanger met decision-feedback (DFB)
Principe Reeds gedetecteerde symbolen worden als correct beschouwd. 

Hun bijdrage wordt afgetrokken van de ingang tot de detector.
Foutieve decisies kunnen leiden tot foutpropagatie !

a s(a)

w

r
H + HH

z symb.-per-
symb. detectie

â
HFF

u+

HFB

u = HFFz - HFBa 2
nCa~n |a~u|minargâ −=

∈
symbool-per-symbool decisie :

feedforward

feedback

foutpropagatie verwaarloosd in analyse

-
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Reductie van ISI : 
ZF ontvanger met decision-feedback (DFB)
Principe Reeds gedetecteerde symbolen worden als correct beschouwd. 

Hun bijdrage wordt afgetrokken van de ingang tot de detector.
Foutieve decisies kunnen leiden tot foutpropagatie !

a s(a)

w

r
H + HH

z symb.-per-
symb. detectie

â
HFF

u+

HFB

u = HFFz - HFBa 2
nCa~n |a~u|minargâ −=

∈
symbool-per-symbool decisie :

(HFFz)n : bevat geen bijdragen van an+1, ..., aN wegens geschikte keuze HFF ; 
bijdragen van a1, ..., an-1 elimineren d.m.v (HFBa)n
⇒ un bevat enkel bijdrage van an en ruisbijdrage

feedforward

feedback

-
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ZF DFB ontvanger :
Alternatieve interpretatie (1)

u = HFFz – HFBa = VHr – HFBa = (VHH-HFB)a + VHw

H
FFN1 ),...,( HHvvV ⋅==





<
≥

=
n'n
n'n0

)(
'n

H
n

'n,nFB hv
H

wvHhv H
n

N

1'n
'n'n,nFB

N

1'n
'n'n

H
nn a)(a)(u +−= ∑∑

==

wegens causaliteit

ter eliminatie bijdragen 
van a1, ..., an-1 in HFFz

Bij gegeven V :

wvhvhv H
n

N

1n'n
'n'n

H
nnn

H
nn a)(a)(u ++=⇒ ∑

+=

⇒ vn ∈ span(h1, h2, ..., hN) 
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ZF DFB ontvanger : 
Alternatieve interpretatie (2)

vn ⊥ (hn+1, ..., hN) ⇒ un bevat geen bijdragen van an+1, ..., aN

1n
H
n =hv ⇒ un bevat an met coëfficïent = 1

⇒ v1 : zelfde vector v1 als bij ZF lineaire ontvanger (nog geen ISI verwijderd)
⇒ vN = hN : zelfde vector als bij de “genie” ontvanger (alle ISI verwijderd)

wvhvhv H
n

N

1n'n
'n'n

H
nnn

H
nn a)(a)(u ++= ∑

+=

vn bepaald door volgende voorwaarden :

|vn|2 ≥ |hn|2 (zelfde redering als bij ZF) ⇒ noise enhancement
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Structuur van HFB

(HFBa)n is lineaire combinatie van symbolen a1, ..., an-1; 
geen bijdrage van nog niet gedetecteerde symbolen an, ..., aN
















=

0

0

FB OH
0

⇒ HFB is NxN onderdriehoeksmatrix 
met nuldiagonaal

Voorbeeld : N = 3
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0
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ZF DFB ontvanger : 
Bepalen van HFF en HFB (1)

Eerst bepalen we HFF bij gegeven HFB

u = HFFz - HFBa = (HFFG-HFB)a + HFFn = a + HFFn

HFF = (IN + HFB)G-1HFFG – HFB = IN ⇒
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ZF DFB ontvanger : 
Bepalen van HFF en HFB (1)

Eerst bepalen we HFF bij gegeven HFB

u = HFFz - HFBa = (HFFG-HFB)a + HFFn = a + HFFn

elimineert alle ISI

introducert causale ISI (nl. HFBa), die
achteraf d.m.v. feedback wordt verwijderd

HFF = (IN + HFB)G-1HFFG – HFB = IN ⇒

















βγ
α=

















βγ
α=

1
01
001

0
00
000

FFFB GHH

Voorbeeld : N = 3
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ZF DFB ontvanger : 
Bepalen van HFF en HFB (2)

ruisbijdrage tot u : nu = HFFn = (IN+HFB)G-1n

H
FBN

1
FBN0

H
uu )()(N][E HIGHInn ++= −
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ZF DFB ontvanger : 
Bepalen van HFF en HFB (2)

ruisbijdrage tot u : nu = HFFn = (IN+HFB)G-1n

H
FBN

1
FBN0

H
uu )()(N][E HIGHInn ++= −

][E H
uunnvariantie minimaal wanneer diagonaal (geen bewijs)

⇒ nu is wit (componenten van nu stat. onafh)

bovendriehoeksmatrix
met eenheidsdiagonaal

onderdriehoeksmatrix
met eenheidsdiagonaal

variantie van (nu)n =  n,n
H
uu ])[E( nn minimaliseren door geschikte HFB
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U OF

ZF DFB ontvanger : 
Bepalen van HFF en HFB (3)

Cholesky-decompositie

G = GH, positief definiet  ⇒ G = FUDFL

0
















=

1

1

L OF
0

bovendriehoeksmatrices
met eenheidsdiagonaal

onderdriehoeksmatrices
met eenheidsdiagonaal

D : diagonale matrix met positieve diagonaalelementen
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1
1

L OF
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0

1
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11
L

1 −−−− = FDFG

H
H
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H
U FFFF ==
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ZF DFB ontvanger : 
Bepalen van HFF en HFB (4)

H
FBN

1
FBN0

H
uu )()(N][E HIGHInn ++= − diagonaal maken door 

geschikte keuze van HFB

1
U

11
L

1 −−−− = FDFG IN + HFB = FLKies

1
0U

1
U

11
LL0

H
FBN

1
FBN0

H
uu

NN

)()(N][E
−−−−

−

==

++=

DFFDFF
HIGHInn

diagonaal !

Forward filter : 1
U

11
U

11
LL

1
FBNFF )( −−−−−− ==+= FDFDFFGHIH

HFB = FL - INFeedback filter :

⇒ 







=

0

sn
Cn N

EdBERBER dn : n-de diagonaalelement van D
dn ≤ 1 : noise enhancement
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ZF DFB ontvanger : 
Voorbeeld (1)

|γ|≤1

r = a1h1 + a2h2 + w an ∈ {-1, 1}

hn reëel |hn| = 1 γ== 1
T
22

T
1 hhhh
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3214342143421
FDF

G d2 = 1,    β = β* = γ, 
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2
11Q
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gemiddelde van BER van ZF lineaire 
ontvanger en BER van “genie” ontvanger

(γ = 0 ⇒ “genie” ondergrens op BER)
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ZF DFB ontvanger : 
Voorbeeld (2)
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Verificatie :
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ZF DFB ontvanger : 
Voorbeeld (3)

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2

v1

decisiegebieden

detectie a1 : teken van v1
Tr ; 

detectie a2 : teken van h2
T(r-h1) als v1

Tr > 0, teken van h2
T(r+h1) als v1

Tr < 0
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ZF DFB ontvanger : 
Voorbeeld (4)

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2

v1

ruismarges

1

1

1

sin(θ)

sin(θ)

1
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Reductie van ISI : MMSE ontvanger

De ZF lineaire ontvanger en de ZF-DFB ontvanger leiden tot noise 
enhancement, ten gevolge van het volledig elimineren van ISI. 

Deze noise enhancement kan gereduceerd worden door een kleine 
hoeveelheid residuele ISI toe te laten.
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MMSE lineaire ontvanger

âa s(a)

w

r
H + HH

z symb.-per-
symb.detectieHLE

u

HLE wordt zo gekozen, dat de gemiddelde kwadratische 
afwijking (MSE) E[|u – a|2] minimaal wordt. 

Omdat de n-de rij van HLE enkel op E[|un – an|2] invloed heeft, leidt dit criterium 
automatischtot de minimale waarde van elke afzonderlijke E[|un – an|2], n = 1, ..., N 
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MMSE DFB ontvanger

HFF en HFB worden zo gekozen, dat de gemiddelde kwadratische 
afwijking (MSE) E[|u – a|2] minimaal wordt. 

Omdat de n-de rij van HFF en HFB enkel op E[|un – an|2] invloed hebben, 
leidt dit criterium automatisch tot de minimale waarde van elke 
afzonderlijke E[|un – an|2], n = 1, ..., N 

a s(a)

w

r
H + HH

z symb.-per-
symb. detectie

â
HFF

u+

HFB

feedforward

feedback

-
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MMSE DFB ontvanger : 
Berekening van MSE

nHaHIGHau FFFBNFF ))(( ++−=− n ~ Nc(0, N0G)

s

H

s

2

E
])[E(Tr

E
]|[|EMSE εεε

==

Definieer auε −=

( )H
FFFF

H
FBNFFFBNFF ))())(((TrMSE GHHHIGHHIGH µ++−+−=

s

0

E
N

=µ

Es = E[|an|2]

s

n,n
H

s

2
n

n E
])[E(

E
]|[|EMSE

εε
=

ε
=

H
FFFF

H
FBNFFFBNFF

s

H

))())(((
E

][E GHHHIGHHIGHεε
µ++−+−=

Stel HFB = 0  ⇒ MSE voor lineaire ontvanger 
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MMSE DFB ontvanger :
Mimimaliseren van MSE over HFF

H
FBNFBNFBN

N

))(()(

)(

HIHICGHIB
GIGGGGA

++=+=

µ+=µ+=

)()()( HH
FFFF

H
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( )CBHBHAHH

GHHHIGHHIGH
+−−=

µ++−+−=
H
FF

H
FF

H
FFFF

H
FFFF

H
FBNFFFBNFF

Tr

))())(((TrMSE

A : positief definiet

identificatie : B = MA ⇒ M = BA-1

1
NFBN

1
N

1
FBN ))(()()(

1

−

=

−−

=

µ++=µ++=
−

IGHIIGGGHIM
AB

44 344 214434421
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MMSE DFB ontvanger : 
Mimimaliseren van MSE over HFF

( ) ( )H

0

H
FFFF Tr)()(TrMSE MAMCMHAMH −+−−=

≥
44444 344444 21

Bij gegeven HFB wordt MSE minimaal voor

⇒ ( )HTrMSE MAMC −=

( ) ( )H
FBN

1
NFBN

H )())((TrTrMSE HIIGHIMAMC +µ++µ=−= −

H
FBNFBN ))(( HIHIC ++=

H
FBN

1
NNFBN

H
FBN

1
NNNFBN

H
FBN

1
NFBN

H
FBN

1
NN

1
NFBN

H

))()()((

)())()((

)()()(

)()()())((
H

HIIGIHI
HIIGIIGHI

HIIGGHI

HIIGGIGIGHIMAM
MAM

+µ+µ−+=

+µ+µ−µ++=

+µ++=

+µ+µ+µ++=

−

−

−

=

−

==

−

4444 34444 21434214444 34444 21

(want A is positief definiet)

1
NFBNFF ))(( −µ++== IGHIMH
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MMSE lineaire ontvanger : 
Mimimale MSE

( ) ( )H
FBN

1
NFBN

H )())((TrTrMSE HIIGHIMAMC +µ++µ=−= −

MMSE lineaire ontvanger : HFB = 0

( )1
Nlinmin, )(TrMSE −µ+µ= IG

1
NFF )( −µ+= IGH

nIGaIGI
nIGGaIGu

1
N

1
N

1
N

1
N

)())((

)()(
−−

−−

µ++µ+µ−=

µ++µ+=

44 344 21
4444 34444 21

4444 34444 21
ruis

))((

ISIresiduele

a))((

nuttig

a)))((1(u n
1

N
n'n

'n'n,n
1

Nnn,n
1

Nn nIGIGIG −

≠

−− µ++µ+µ+µ+µ−= ∑

Ingang detector :

( ) n,n
1

Nlinmin,,n )(MSE −µ+µ= IG
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Lineaire ontvanger : 
MMSE versus ZF

Ter vergelijking : de ZF lineaire ontvanger gebruikt HLE = G-1, wat leidt tot

u = a + G-1n    ⇒ u - a = G-1n

( ) ( ) ( )1
Nmin

1

s

1H1

ZF )(TrMSETr
E

[ETrMSE −−
−−

µ+µ=≥µ==⇒ IGGGnnG

Voor hoge Es/N0 (kleine µ) leiden de ZF lineaire ontvanger en de MMSE lineaire 
ontvanger tot nagenoeg dezelfde resulaten. 
Voor lage Es/N0 (grote µ) geeft de MMSE ontvanger betere resulaten. 

( ) ( ) ( ) n,n
1

Nmin,nn,n
1

s

n,n
1H1

ZF,n )(MSE
E

[E
MSE −−

−−

µ+µ=≥µ== IGG
GnnG
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Lineaire ontvanger : MMSE versus ZF 
Voorbeeld (1)

|γ|≤1

r = a1h1 + a2h2 + w an ∈ {-1, 1}

hn reëel |hn| = 1 γ== 1
T
22

T
1 hhhh

ZF :

MMSE :
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MSEMSE
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Lineaire ontvanger : MMSE versus ZF 
Voorbeeld (2)
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MMSE DFB ontvanger : 
Mimimaliseren van MSE over HFB

Cholesky-decompositie van G + µIN :

LUN ''' FDFIG =µ+ 1
U

11
L

1
N ''')( −−−− =µ+ FDFIG

MSE minimaal voor 1
U

11
NFBNFF '')()(  

1'
U

11'
L

'
L

−−− =µ++=
−−−

FDIGHIH
FDFF
4342143421

( )1
DFBmin, 'TrMSE −µ= D

(gelijkaardig als bij
ZF DFB ontvanger)

H
UL '' FF =

n
DFBmin,,n 'd

MSE µ
=

MMSE DFB ontvanger : MSE nog optimaliseren over HFB

( ) ( )H
FBN

1
NFBN

H )())((TrTrMSE HIIGHIMAMC +µ++µ=−= −

F’L : onderdriehoeksmatrix          D’ : diagonale matrix, 
met eenheidsdiagonaal                positieve diagonaalelementen

N
'
LFB IFH −=

⇒
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DFB ontvanger :
MMSE versus ZF

Ter vergelijking : de ZF + DFB ontvanger leidt tot

( ) ( ) ( )1
DFBmin,

1

s

H
FF

H
FF

DFB,ZF 'TrMSETr
E

[ETrMSE −− µ=≥µ==⇒ DDHnnH

Voor hoge Es/N0 (kleine µ) leiden de ZF+DFB ontvanger en de MMSE + DFB 
ontvanger tot nagenoeg dezelfde resulaten. 
Voor lage Es/N0 (grote µ) geeft de MMSE ontvanger betere resulaten. 

LUDFFG = LUN ''' FDFIG =µ+

u = a + HFFn

nn
DFB,ZF,n 'dd

MSE µ
≥

µ
=
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DFB ontvanger : MMSE versus ZF 
Voorbeeld (1)

|γ|≤1

r = a1h1 + a2h2 + w an ∈ {-1, 1}

hn reëel |hn| = 1 γ== 1
T
22

T
1 hhhh

ZF+DFB : d1 = 1-γ2 d2 = 1

MMSE+DFB : µ+=
µ+

γ−µ+
= 1'd

1
)1('d 2

22

1

LUDFFG =

LUN ''' FDFIG =µ+

µ=
γ−

µ
= DFB,ZF,22DFB,ZF,1 MSE

1
MSE

µ≤
µ+

µ
=

γ−
µ

≤
γ−µ+

µ+µ
=

1
MSE

1)1(
)1(MSE DFBmin,,2222DFBmin,,1
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MMSE+DFB versus ZF+DFB
Voorbeeld (2)
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BER van de verschillende ontvangers (1)

1. “Genie” benedengrens
2. ML detectie

1. Bovengrens (PEP)
2. Benedengrens (ad hoc)

3. ZF lineaire ontvanger (exacte BER)
4. MMSE lineaire ontvanger (residuele ISI als Gaussiaans beschouwd)
5. ZF+DFB ontvanger (geen error propagation)
6. MMSE+DFB ontvanger (geen error propagation, 

residuele ISI als Gaussiaans beschouwd)
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BER van de verschillende ontvangers (2)

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2 1

1
dmin/2

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2 1

1
dmin/2

h1

h2

h1+h2

h1-h2-h1-h2

-h1+h2 1

1
dmin/2

Ad hoc benedengrens ML detectie

0BERBER 1aa1aa 2121
≥= −====

1a,1a1a,1a 2121
BERBER =−=−== =

integratiegebied beperken
tot gearceerde half-
oneindige gebieden

a) Benedengrens op 

b)
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BER van de verschillende ontvangers (3)

1.E-06

1.E-05

1.E-04

1.E-03

1.E-02

1.E-01

1.E+00

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Eb/N0 (dB)

B
ER

genie lower bound
upper bound ML
lower bound ML
ignoring ISI
ZF linear
MMSE linear
ZF + DFB
MMSE + DFB

gamma = 0.6



Modulation and detection : Estimation and decision theory 144

Symbool-per symbool decisie
Samenvatting

• Voor niet-diagonale G is de ML detectie zeer rekenintensief
• De rekencomplexiteit kan gereduceerd worden door symbool-per symbool 

decisie te gebruiken.
• Symbool-per symbool decisie op de componenten van z (voldoende statistiek)

is onderhevig aan de ISI vervat in z
• ISI in z reduceren via egalisatie, vervolgens symbool-per-symbool decisie
• Lineaire egalisatie : z aanleggen aan lineair filter
• DFB egalisatie : z aanleggen aan lineair filter, en lineaire combinatie van 

beschikbare symbooldecisies aftrekken van filteruitgang
• Reductie van ISI gaat ten koste van “noise enhancement”
• DFB egalisatie (indien geen foutpropagatie) beter dan lineaire egalisatie


