Modulatie en detectie

Enkele begrippen en notaties

Modulation and detection : some notions and notations



Vectoren, signalen

Modulation and detection : some notions and notations



Reéle vectoren (1)

I
<
I

vectorenuenv: u dimensie Mx1

getransponeerde : u' = (u, ... u,;) dimensie 1xM

M
T T .
uv=vu= E u_v_ (scalair product)
m=1

M
lu=u"u=>Yu  (kwadratische norm)
m=1

u'v=v'u=ul-|v|cos(0) 0 : hoek tussenu en v

u en v orthogonaal < u'v=0
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Reéle vectoren (2)

Kwadratische norm van een verschil van 2 reéle vectoren

[u-v[=u-v) (u-v)
=(u' —=v)(u-v)

—w'u—-u'v-vu+v'yv

= u

= u

= u

\%

A\

\Y%

2 T
—2u Vv

2 2viu

> ~2|u|.| v|cos(0)
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Complexe vectoren (1)

Z, X, +]Y,
Z=X+]jy=| ! |= ; dimensie Mx1
Z\1 Xp + Y u
7, X, = 1Y,
complex toegevoegde : z' =x—jy=| : |= : dimensie Mx1
Z;/I Xp —JYwm
getransponeerde :

' =x'+jyt =(z, ... zyy) = X1y, ... XyHjyy)  dimensie 1xM

Hermitiaans toegevoegde :

2" =(z") =) =x"-jy' =(z| ...2,,) = (X, = jy, ... Xyy — JYy) dimensie 1xM
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Complexe vectoren (2)

Kwadratische norm van z
M M
2P=2"2=Y |z, =Y (x2 +y2 )= x| +]y ]
m=1 m=

1

lz P=x2 4y’ 2, 2
moomeon 1z, [[# 2,

z2 =(X, +jy.) =(x2 —yi)+2iX, Y

Scalair product  z;'z, = (X, = jy, )(X, +]jy,) = (X, X, + ¥, ¥,) + (X, ¥, ¥, X,)

H *
ZFzz =(z,2,)

H
z,2,=0 < Z, en z, orthogonaal
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Complexe vectoren (3)

Kwadratische norm van z,-z, :

|2: (Zl _Z2)H(Z1 _Zz)

. 2 2 H
=z, |"+|z,|" ~2z,2,-2

z,—-17,
H
2 Z

. 2 2 H
=lz,|"+|z,|" —2Re[z, z,

|
|

. 2 H
=|z,|" +|z,|" —2Re[z,z,
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Discrete-tijd signalen (1)
{s(k)}, s(k) = sg(k) + js,(k), interval T tussen opeenvolgende samples
DTFT eJ2rch Z S(k)e j2nfkT

{s(k)} 1s te interpreteren als complexe vector s, met s, = s(k)

Kwadratische norm :

[sF= oI5 =2 (53 () 57 (k) = T [IS@E* ™[ df  (Parseval)

/T

Scalair product : Zsl(k)sz(k) T [S[()8,(e”™)df  (Parseval)

1/T

D si(k)s,(k)=0 < {s,(k)} en {s,(k)} orthogonaal
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Discrete-tijd signalen (2)
Kwadratische norm van {s,(k) — s,(k)}

315,k =5, (k) =3 (18, [ +]5,(K) [P =2 Re[s; (K)s, (K)])
=" (I5,(k) P +|s,(k)  ~2Res;(k)s, (K)])

Alternatieve berekening in frequentiedomein

Dlsi () =s,() [ =T [|8,(e”") =8, (™M) [ df

k /T

=T [(S, ("™ +]S,(e™™) [ ~2Re[S](e™™)S, ("™ ")])df
/T
=T [(S, (™) +[8,(e”™)  -2Re[S ()8, (") ]df

/T
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Continue-tijd signalen (1)
s(t) = sp(t) +Jsy(t)
FT: S(f)=[s(e "dt
s(t) 1s te interpreteren als complexe vector s, met “continue” index t

Kwadratische norm (energie van s(t)) :

'sP= j Is(t)[? dt = j (s2 (1) +s2(t))dt = j IS(F) df  (Parseval)

Scalair product : 88, = J‘s’f(t)s2 (t)dt = _[ S ()S,(f)df  (Parseval)

_[s;k(t)sz(t)dt =0 <  s,(t) ens,(t) orthogonaal
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Continue-tijd signalen (2)
Kwadratische norm van s, (t) — s,(t)

[1:0 =5, F dt=[(Is,()F +]s,() F =2Refs; (1)s, ()])dt
— f (Is,(t) [ +]s,(t) [} =2Re[s, (t)s, (t)])dt

Alternatieve berekening in frequentiedomein

[1si (=5, dt=[S,(F)=S,() [ df

= [(S/(D)F +]8,(D) [} —2Re[S; (D)S, ()])df

= [(S(E)F +1S,(5)F ~2Re[S;(D)S, (H)df
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Lineair tijdsinvariant (LTI) filter

Discrete tijd : ~ y(k) = Zh(m)x(k —m) = Zh(k —m)x(m)

voorstellen als matrixvermenigvuldiging : y = Hx, y(k) = (y),, x(k) = (x),

y() (h(0®) 0 0 0

HOZLEX® | e bo) 0o [0
= (H), ,, = h(k-m) y = 0 h) hO) 0 x(2)
| Y@ | | 0 0 by b))
y(4) 0 0 0 h()
Continue tijd :
y(t) = j h(u)x(t—u)du = j h(t—u)x(u)du t, u : “continue” indices

voorstellen als y = Hx
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Lineair tijdsvariabel (LTV) filter

Discrete tijd :

y(k)=> h(m;k)x(k —m) =D h(k —m;k)x(m)

voorstellen als matrixvermenigvuldiging : y = Hx, y(k) = (y),, x(k) = (x),

y(k) =D (H), , x(m)

= (H), ,, = h(k-m;k)

Continue tijd :

y(t) = Jh(u; t)x(t—u)du = jh(t —u;t)x(u)du

y(0)
y(1)
y(2)
y(3)
y(4)

h(0;0)
h(1;1)  h(0;1)
h(1;2) h(0;2)
h(1;3) h(0;3)

0
0
0

0

0
0

x(0)
x(1)
x(2)
x(3)

t, u : “continue” indices
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Draaggolfsystemen

« Draaggolfsignaal en complexe omhullende
« Banddoorlaatfilter en equivalent laagdoorlaatfilter
 Filteren van draaggolfsignaal en van complexe omhullende

Modulation and detection : some notions and notations
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Draaggolfsignaal en complexe omhullende

xgp(t) : re€el draaggolfsignaal (bandpass signal)

Xgp(f) =0 voor |f-f,| > B, {,> B
X p(t) : complexe omhullende (complex baseband representation) van Xgp(t)

Xgx(t) : iIn-fase component

= +1
Xpp(D) = Xp(0) +1x,(1) x,(t) : kwadratuurcomponent

Xpp(t) = \/ERG[XLP (Hyexp(j2nt t)] < Xpp(t) = %XLP (f 1)+ gxip (—f—1,)

) )

X p(t) = {\/EXBP (t)exp(—j2nf,t)}, , < X p(f)= \/EXBP (f + 1)L, (f)
{1 f|<B
HLP (f) = .
0 otherwise
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Draaggolfsignaal en complexe omhullende

7. N V2
TXLP (_f - fo) XBP(D TXLP (f - fO)
If0 ]I?o £
B, = 2B
J2 V2
1 Xuh Xiop(F) = Xop (£ =F0) 7 Xop (F =)
)
XLP (f) = \/EXBP (f + f0 )H LP (f)
> 1 |f|<B
0 f IT,,(f) =
5 e(f) {0 otherwise
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Draaggolfsignaal en complexe omhullende

V2 cos(27f, t) N2 cos(27f,t)
Xg(t) l l Xg(t)
. xop®  xgen[ L
+ — _
X(t)
— X 1 x ) Hp(h) —
X4(t) I I
—/2sin(2nf,t) —/2sin(2nf,t)

X g (1) = V2 Re[x (1) exp(j27f,t)] = V2 X (t) cos(27f,t) — /2 x, (1) sin(27f, t)
g
X, () = (2 X () exp(oj2nf, )}, = R = (N2 X, (1) cOS(2TE 1)}

X (1) = {—~/2 Xy (1) sin(27ef t)}
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Banddoorlaatfilter en
equivalent laagdoorlaatfilter

hgp(t) : reéel impulsantwoord banddoorlaatfilter

h; p(t) : complex impulsantwoord equivalent laagdoorlaatfilter

hgp (t) = 2Ref[h, (t) exp(j2nfyt)] < Hg,p(f) =H, (F 1) + Hyp(—f - fo)

) 0
hip (1) = {hgp (Y exp(—)2nft)}, < Hyp (f) = Hyp (f + 1)1, ()
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Banddoorlaatfilter en
equivalent laagdoorlaatfilter

H:P (—f—1,) 1 HBP(f) Hp (f—1;)
-Ifo 0 tl“o £
4 H, () Hp, () =H,, (f - g)) + H;P (—f —1,)
HLP (f) — HBP (f + fo )HLP (f)
0 f
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Filteren van draaggolfsignaal
en van complexe omhullende

Xgp(t) —

HBP(f) |

—  ypp(t)

Ve (1) = thP (U)X gp (t—u)du

yip(t) = _[ hp(W)x;p(t—u)du

0

X p(t) —

HLP(f) |

—  yrp(t)

g

N YBP (f)= HBP (f)XBP (f)

N Yip (f)= Hp (f)XLP (f)
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Filteren van draaggolfsignaal
en van complexe omhullende

A

V2. . 2y o Xpp(D)
TXLP(_f—fO) 1 XBP(f) 2 XLP(f fo) Lp

f, f 0 f

© B,-=2B B
Hip (- —£y) 1 Hpp() Hyp (F — 1)) * H, (D
By =2B
£ f, £ 0 £
Y (D)

\/ZEYEP (_f - fo) 1 YBP(f) \/ZEYLP (f - fo)
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Stationaire TPn
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Continue-tijd stationaire TPn

X(t) stationair <> x(t) en x(t-t) zelfde statistiek, ongeacht t

Gevolg : E[x(ttu)x*(t)] = E[x(u)x"(0)] = R (u)
autocorrelatiefunctie E[x(t+u)x*(t)] hangt niet af van t

Vermogen P, = E[x(t)]*)] = R (0)

Vermogenspectrum S (f) is FT van R (u),

R (u) is IFT van S_(f)

B[l x(t) 1= [S,(f)df

LTI filter X(t) —

H(f)

— y(t)

S, (£) =/ H(f) | S, (f)

B[l y(0) 1= [S,(F)| H(f) [ df
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Discrete-tijd stationaire TPn

{x(k)} stationair < {x(k)} en {x(k-k,)} zelfde statistiek, ongeacht k,

Gevolg : E[x(k+m)x"(k)] = E[x(m)x"(0)] = R (m)
autocorrelatiefunctie E[x(k+m)x*(k)] hangt niet af van k

Vermogen P_= E[[x(k)|?] = R,(0)

Vermogenspectrum S, (¢2%T) is DFT van R (m), [E[|x(k)[’']=T J‘SX (e*™df

R (m) is IDFT van S (ei?*T) /T

LTI filter {x(k)} — H(e*™T) — {y(k)}

S (ej2nfT) - H(ej2nfT) |2 Sx(ej2nf1“) E[| y(k) |2] ~-T J‘Sx(ejznfr) | H(ej2nfl") |2 df

y
1/T
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Bemonstering van stationair TP

x(t) stationair, autocorrelatiefunctie R (u), vermogenspectrum S_ ()

kT
\, (k)

x(t) - y(k) = x(kT) Ry(m)=2 S (e2T) =72

R,(m) = E[y(k+m)y"(k)] = E[x(KT+mT)x"(kT)] = R (mT)

( J2thT)_ ZR (m)e” j2mfmT _ _ZR (mT)e" j2nfmT

m=—oo

periodieke uitbreiding
1 &= i van S (f)/T, periode 1/T
= st(f —ﬂ ={S, (F);1/ T}y

Elly(K)[1=T | ( 3s, (f——Ddf js (f)df = B[ x(t) []

1/T 1=—00
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Reéle Gaussiaanse TGn en TPn
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Reéle Gaussiaanse TGn

x (dim. Mx1) is Gauss. met E[x] =0, E[xx']=R (R : covariantiematrix)

(R)nn = E[XpuX,] R is symmetrische matrix : (R),, , = (R), ,
‘TIXTR_lx
statistiek van x volledig bepaald door R pPx(X) = - -
(2m) 2 (det(R))?

Notatie : x ~ N(O,R)

Eigenschap
x; ~N(O,R))enx,=Mx, = x,~N(0,R,)), R,=MRM!

Gaussiaans karakter blijft behouden na lineaire transformatie
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Reéle Gaussiaanse TPn

Discrete tijd
{x(k)} ~N(0,R(m,k))
< {x(k)} 1s Gauss. met E[x(k)] = 0, covariantiefunctie E[x(k+m)x(k)] = R(m,k)
Indien stationariteit : E[x(k+m)x(k)] = R(m), hangt niet af van k
voorbeeld : stationaire witte ruis, discrete tijd : R(m,k) = 6°6(m) (Kronecker)
Continue tijd
x(t) ~ N(O,R(u,t))

< x(t) 1s Gauss. met E[x(t)] = 0, covariantiefunctie E[x(t+u)x(t)] = R(u,t)
Indien stationariteit : E[x(t+u)x(t)] = R(u), hangt niet af van t

voorbeeld : stationaire witte ruis, continue tijd : R(u,t) = (N,/2)o(u) (Dirac)

Modulation and detection : some notions and notations 28



Complexe Gaussiaanse TGn en TPn

Modulation and detection : some notions and notations
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Complexe omhullende van
stationair reeel Gaussiaans TP

Xgp(t) : stationair re€el Gaussiaans TP, banddoorlaat
X p(t) : complexe omhullende van xgp(t), dus ook Gaussiaans
(wegens lineaire transformatie van xgp(t))

x; p(t)e’, met O willekeurig : complexe omhullende van x, ()
X p(t-1) : complexe omhullende van xpp 5(t)

We tonen aan dat xp(t) en xgp (t) dezelfde statistische eigenschappen hebben.
Hieruit volgt dan dat x, 5(t) en x; p(t)e’® dezelfde statistische eigenschappen hebben,
m.a.w. X, p(t) 1s circulair symmetrisch.

We tonen aan dat xp(t) en xgp ,(t) dezelfde statistische eigenschappen hebben.
Hieruit volgt dan dat x; p(t) en x; p(t-t) dezelfde statistische eigenschappen hebben,
m.a.w. X; p(t) 1s stationair.
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Complexe omhullende van
stationair reeel Gaussiaans TP

X (F) = %(XLP (F ~£,)+ X5 (f =£,)
XBP,] (f) — g (XLP (f _ fo)eje + Xip (_f o f0 )e_je)

e’ >0
Xpp(t) —f H,(f) —— Xoea(D) H,(f)= {eje 20

\/5 * A \/E
—X, (- -1, — X, (f—T1
5 e 0 XBP,I(f) 5 TLP 0

'fo < fO > f
B, = 2B

Modulation and detection : some notions and notations
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Complexe omhullende van
stationair reeel Gaussiaans TP

e’ >0
xpp() — H,(f) —— Xspa(D Hl(f)={eje 20

Xpp(t) stationair en Gaussiaans = Xpp ;(t) stationair en Gaussiaans (want H,(f) is LTI)

Statistiek bepaald door autocorrelatiefuncties, dus door vermogenspectra

R, (W=TFT[S, ()W) R, (w)=IFTS, (H)w)

S, (D) =IH, (OIS, (£)=S, (f)

=1

xgp(t) €n Xpp (1) : 1dentieke vermogenspectra, 1dentieke autocorrelatiefuncties,
dus 1dentieke statistiek (wegens Gaussiaans)
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Complexe omhullende van
stationair reeel Gaussiaans TP

V2 :
XBP (f) — T(XLP (f - fO) + XLP (—f — fO))
XBP,z (f) = g(XLP (f - fo)e_jzn(f_f‘))T + X:P (_f — fo)e—j2n(f+fo)r)

e—j27‘c(f—fo)1: f > 0
XBP(t) 7 H2(f) XBP’z(t) Hz(f) - {ej2ﬂt(f+fo)‘c f < O

Xgp(t) €n Xpp H(t) : 1dentieke vermogenspectra, identieke autocorrelatiefuncties,
dus 1dentieke statistiek (wegens Gaussiaans)
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Complexe omhullende van
stationair reeel Gaussiaans TP

Samenvatting 1 |f<B
IT,,(f) =
wr(0) {0 otherwise
Xgp(t) —1x IO —— x,()
I f,> B
\/Ee—ﬂnfot

Xgp(t) 1s stationair re€el Gaussiaans TP, met vermogenspectrum Sgp(f)

= complexe omhullende x; p(t) :
- 1s stationair, Gaussiaans en circulair symmetrisch
- heeft vermogenspectrum 2Sg,(f+1,)11; p(f)
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Complexe Gaussiaanse TGn

Beschouw z = x + jy met X en y gezamenlijk Gaussiaans en E[x] = E[y] =0
x=(z+2z)2 y =(z -7°)/(2))

z bevat dezelfde vl Xl Tl I 1 T = (I JI. j
informatie als v, met y z 2\—I JI I -]

Statistiek van z volledig bepaald door statistiek van v, dus door R, = E[vv!]

RV:E[VVT]:LE[XXT] E[xyT]j:T( Blzz"]  E[zz'] jTH

E[yx'] E[yy'] (E[zz'])" (E[zz"])

R, volledig bepaald door E[zz"] en E[zz!]
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Circulair symmetrische
complexe Gaussiaanse TGn

z Gaussiaans en circulair symmetrisch <> z en z’ = ze/® zelfde statistiek, ongeacht 0
<> ven v’ dezelfde covariantiematrix

g Zj RV:T( Elez"] E[zzHT]*jTH
z (Elzz']) (E[zz"])
T 7o R, :T( E[TZZT]_2-9 E[ZZTI]{erjjTH
PPl (E[zz' ]) e (E[zz"))

R, =R,. < E[zz'] = 0 (wegens T inverteerbaar)
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Circulair symmetrische
complexe Gaussiaanse TGn

Bz -0 = R -1/ 71 0 )TH [Re[E zz"]| —Im[E[zzH]]]
0 (E[zz"])’ 2 Im[E[zz ] RC[E[ZZH]]

statistiek van z enkel door R, bepaald, met R, = E[zz"]  Notatie : z ~ N (0, R)),

Statistiek van (x,, y,), met z, = X, + Jy,
E[x}]=Elyy]= (EDx Dy = L Re[(Ezz", , ]= e[(En z, D)= lEn z, ']

E[x,y, ]= (E[XyT ])k,k 5 Im[(E ZZ )kk]_ Im[(E [z, | ])]

x, eny, i.i.d., ~ N (0, E[|z,[*]/2)
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Complexe circulaire Gaussiaanse TGn

Lineaire transformatie
z,=Mz,,z, ~N(0,R))

R, =E[z,z; |=ME[z,z, M" = MR M"
E[z,z,]=ME[z,z, M' =0

= 7, ~ N (0, MR, M")

circulair Gaussiaans karakter blijft behouden na lineaire transformatie
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Complexe circulaire Gaussiaanse TPn

Discrete tijd  {z(k)} ~ N(0,R (m,k)) met E[z(k+m)z*(k)] = R (m,k)
E[z(k+m)z(k)] =0

voorbeeld : discrete-tijd complexe stationaire witte ruis, w(k) = wy(k) + jw,(k)

wi(k) ~ N(0, 625(1)), wy(t) ~ N(0, 523(i)), E[wr(k)w,(k")] =0
= w(k) ~ N(0, 2625(m))

Continue tijd z(t) ~ N_(O,R (u,t)) met E[z(t+u)z"(t)] = R (u,t)
E[z(t+u)z(t)] = 0

voorbeeld : continue-tijd complexe stationaire witte ruis, w(t) = wy(t) +jw (1)

We(t) ~ N(0, (Ny/2)o(u)), wi(t) ~ N(0, (N¢/2)o(w)), E[wg(t)w(t)] = 0
= w(t) ~N,(0, N,o(u))
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Complexe circulaire Gaussiaanse TPn

Continue tijd

Filteren van complexe stationaire circulaire witte ruis w(t) ~ N_(0, N,0(u))

v

w(t) —— H() n(t) = ng(t) + jny(t)

w(t) circulair Gauss. = n(t) circulair Gauss.
n(t) ~ N.(0, R,(w)) R (u) is IFT van Ny[H(f)

ng(t,) en ny(t,) zyyn 1.1.d., met

Eln} (t,)]=En}(t,)] = - E[!n(t)\ —er<f>\ df——j|h<t>| dt
E[ng (t,)n(ty)]=

Modulation and detection : some notions and notations 40



Complexe circulaire Gaussiaanse TPn

Discrete tijd

Filteren van complexe stationaire circulaire witte ruis w(k) ~ N_(0, N,0(m))

wk) —— HE>™™) —— (k)= ng(k) +jnyk)

w(k) circulair Gauss. = n(k) circulair Gauss.

n(k) ~N 0, R (m)) R (m)is IDTFT van N |H(e??*T)?

ngy(k,) en ni(k,) ziyn 1.1.d., met

Elng (k,)] = E[n; (k, )]——E[|n<k>| 2°T [IHE ) df =—°

1/T

al Z| h(k) [

E[nR (ko )nI (ko )] —
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Effect van stationaire banddoorlaatruis

ngp(t)

——{ Hyp()

T

e izt

ngp(t) ~ N(0, Rpp(u))

n(t) ~ N0, R,(w))

W(k)j ~ N0, R (m))

v(k) = x(k) + jy(k)
x(k) en y(k) 1.1.d., met

{ H, () n—(t). \._, H(e2¥T) — {v(k)}

kT

Ryp(u) is IFT van Sgp(f)

H, p(f) =0 voor |f| > B, {,> B

R, (u) is IFT van S (f) = 2|H p(D)|*[Hgp(f+1y)|*[Spp(f+1y)

R, (m) is IDFT van S (e?™T) = [H(e?™T)[2{S ();1/T} 14

E[x*(k)]=E[y" (k)] =

Ex(k)y(k)]=0

R, (0)_1

2

= JIHE™™) P S, (f)df
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