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Modulatie en detectie

Enkele begrippen en notaties 
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Vectoren, signalen
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Reële vectoren (1)
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Reële vectoren (2)
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Complexe vectoren (1)
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Complexe vectoren (2)

Kwadratische norm van z
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Complexe vectoren (3)
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Discrete-tijd signalen (1)

{s(k)}, s(k) = sR(k) + jsI(k), interval T tussen opeenvolgende samples

Kwadratische norm :

∫∑∑ π=+==
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22 df|)e(S|T))k(s)k(s(|)k(s||| s

{s(k)} is te interpreteren als complexe vector s, met sk = s(k)

(Parseval)

DTFT : ∑ π−π =
k

fkT2jfT2j e)k(s)e(S

⇔=∑ 0)k(s)k(s
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Discrete-tijd signalen (2)

Kwadratische norm van {s1(k) – s2(k)}
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Continue-tijd signalen (1)

s(t) = sR(t) + jsI(t)

Kwadratische norm (energie van s(t)) :

∫∫∫ =+== df|)f(S|dt))t(s)t(s(dt|)t(s||| 22
I

2
R

22s

s(t) is te interpreteren als complexe vector s, met “continue” index t

(Parseval)

FT : ∫ π−= dte)t(s)f(S ft2j
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Continue-tijd signalen (2)

Kwadratische norm van s1(t) – s2(t)
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Lineair tijdsinvariant (LTI) filter

Discrete tijd : ∑∑ −=−=
mm

)m(x)mk(h)mk(x)m(h)k(y

Continue tijd :

∫∫ −=−= du)u(x)ut(hdu)ut(x)u(h)t(y

voorstellen als matrixvermenigvuldiging : y = Hx, y(k) = (y)k, x(k) = (x)k
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m,k )m(x)()k(y H

⇒ (H)k,m = h(k-m)

t, u : “continue” indices
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Lineair tijdsvariabel (LTV) filter

Discrete tijd : ∑∑ −=−=
mm

)m(x)k;mk(h)mk(x)k;m(h)k(y

Continue tijd :

∫∫ −=−= du)u(x)t;ut(hdu)ut(x)t;u(h)t(y

voorstellen als matrixvermenigvuldiging : y = Hx, y(k) = (y)k, x(k) = (x)k
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Draaggolfsystemen

• Draaggolfsignaal en complexe omhullende
• Banddoorlaatfilter en equivalent laagdoorlaatfilter
• Filteren van draaggolfsignaal en van complexe omhullende
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Draaggolfsignaal en complexe omhullende

)f()ff(X2)f(X)}tf2jexp()t(x2{)t(x

)ff(X
2
2)ff(X

2
2)f(X)]tf2jexp()t(xRe[2)t(x

LP0BPLPLP0BPLP

0
*
LP0LPBP0LPBP

Π+=⇔π−=

−−+−=⇔π=

cc

xBP(t) : reëel draaggolfsignaal (bandpass signal)



 <

=Π
otherwise0

B|f|1
)f(LP

XBP(f) = 0 voor |f-f0| > B, f0 > B

xLP(t) : complexe omhullende (complex baseband representation) van xBP(t)

xLP(t) = xR(t) + jxI(t)
xR(t) : in-fase component
xI(t) : kwadratuurcomponent
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Draaggolfsignaal en complexe omhullende
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Draaggolfsignaal en complexe omhullende

LP0BPI
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Banddoorlaatfilter en 
equivalent laagdoorlaatfilter

)f()ff(H)f(H)}tf2jexp()t(h{)t(h

)ff(H)ff(H)f(H)]tf2jexp()t(hRe[2)t(h

LP0BPLPLP0BPLP

0
*
LP0LPBP0LPBP

Π+=⇔π−=

−−+−=⇔π=

cc

hBP(t) : reëel impulsantwoord banddoorlaatfilter

hLP(t) : complex impulsantwoord equivalent laagdoorlaatfilter
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Banddoorlaatfilter en 
equivalent laagdoorlaatfilter
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Filteren van draaggolfsignaal
en van complexe omhullende

)f(X)f(H)f(Ydu)ut(x)u(h)t(y

)f(X)f(H)f(Ydu)ut(x)u(h)t(y
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Filteren van draaggolfsignaal
en van complexe omhullende
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Stationaire TPn
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Continue-tijd stationaire TPn 

x(t) stationair ⇔ x(t) en x(t-τ) zelfde statistiek, ongeacht τ

Gevolg : E[x(t+u)x*(t)] = E[x(u)x*(0)] = Rx(u)
autocorrelatiefunctie E[x(t+u)x*(t)] hangt niet af van t

Vermogenspectrum Sx(f) is FT van Rx(u), 
Rx(u) is IFT van Sx(f)

Vermogen Px = E[|x(t)|2] = Rx(0)

∫
∞+

∞−

= df)f(S]|)t(x[|E x
2

x(t) H(f) y(t)

)f(S|)f(H|)f(S x
2

y = ∫
∞+

∞−

= df|)f(H|)f(S]|)t(y[|E 2
x

2

LTI filter
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Discrete-tijd stationaire TPn

{x(k)} stationair ⇔ {x(k)} en {x(k-k0)} zelfde statistiek, ongeacht k0

Gevolg : E[x(k+m)x*(k)] = E[x(m)x*(0)] = Rx(m)
autocorrelatiefunctie E[x(k+m)x*(k)] hangt niet af van k

Vermogenspectrum Sx(ej2πfT) is DFT van Rx(m), 
Rx(m) is IDFT van Sx(ej2πfT)

Vermogen Px = E[|x(k)|2] = Rx(0)

∫ π=
T/1

fT2j
x

2 df)e(ST]|)k(x[|E

{x(k)} H(ej2πfT) {y(k)}

)e(S|)e(H|)e(S fT2j
x

2fT2jfT2j
y

πππ = ∫ ππ=
T/1

2fT2jfT2j
x

2 df|)e(H|)e(ST]|)k(y[|E

LTI filter
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Bemonstering van stationair TP

y(k) = x(kT)

x(t) stationair, autocorrelatiefunctie Rx(u), vermogenspectrum Sx(f)

Ry(m) = ?   Sy(ej2πfT) = ?

Ry(m) = E[y(k+m)y*(k)] = E[x(kT+mT)x*(kT)] = Rx(mT)
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Reële Gaussiaanse TGn en TPn
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Reële Gaussiaanse TGn

x (dim. Mx1) is Gauss. met E[x] = 0, E[xxT] = R (R : covariantiematrix)

x1 ~ N(0,R1) en x2 = Mx1 ⇒ x2 ~ N(0,R2), R2 = MR1MT

Gaussiaans karakter blijft behouden na lineaire transformatie

Eigenschap

(R)m,n = E[xmxn] R is symmetrische matrix : (R)m,n = (R)n,m

statistiek van x volledig bepaald door R

Notatie : x ~ N(0,R)

2
1

2
M

1T
2
1

))(det()2(
e)(p

R
x

xRx

X
π

=
−−
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Reële Gaussiaanse TPn

{x(k)} ~ N(0,R(m,k))   

⇔ {x(k)} is Gauss. met E[x(k)] = 0, covariantiefunctie E[x(k+m)x(k)] = R(m,k)

x(t) ~ N(0,R(u,t))   

⇔ x(t) is Gauss. met E[x(t)] = 0, covariantiefunctie E[x(t+u)x(t)] = R(u,t)

voorbeeld : stationaire witte ruis, continue tijd : R(u,t) = (N0/2)δ(u)  (Dirac)

voorbeeld : stationaire witte ruis, discrete tijd : R(m,k) = σ2δ(m)  (Kronecker)

Discrete tijd

Continue tijd

Indien stationariteit : E[x(k+m)x(k)] = R(m), hangt niet af van k

Indien stationariteit : E[x(t+u)x(t)] = R(u), hangt niet af van t
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Complexe Gaussiaanse TGn en TPn
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Complexe omhullende van 
stationair reëel Gaussiaans TP

xBP(t) : stationair reëel Gaussiaans TP, banddoorlaat
xLP(t) : complexe omhullende van xBP(t), dus ook Gaussiaans 

(wegens lineaire transformatie van xBP(t))

xLP(t)ejθ, met θ willekeurig : complexe omhullende van xBP,1(t)
xLP(t-τ) : complexe omhullende van xBP,2(t)

We tonen aan dat xBP(t) en xBP,1(t) dezelfde statistische eigenschappen hebben.
Hieruit volgt dan dat xLP(t) en xLP(t)ejθ dezelfde statistische eigenschappen hebben,
m.a.w. xLP(t) is circulair symmetrisch.

We tonen aan dat xBP(t) en xBP,2(t) dezelfde statistische eigenschappen hebben.
Hieruit volgt dan dat xLP(t) en xLP(t-τ) dezelfde statistische eigenschappen hebben,
m.a.w. xLP(t) is stationair.
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Complexe omhullende van 
stationair reëel Gaussiaans TP

( )

( )θ−θ −−+−=

−−+−=

j
0

*
LP

j
0LP1,BP

0
*
LP0LPBP

e)ff(Xe)ff(X
2
2)f(X

)ff(X)ff(X
2
2)f(X

θ−−− j
0

*
LP e)ff(X

2
2 θ− j

0LP e)ff(X
2
2

f0-f0
BRF = 2B

f

XBP,1(f)

xBP(t) H1(f)
xBP,1(t)





<
>

=
θ−

θ

0fe
0fe

)f(H
j

j

1
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Complexe omhullende van 
stationair reëel Gaussiaans TP

xBP(t) H1(f)
xBP,1(t)





<
>

=
θ−

θ

0fe
0fe

)f(H
j

j

1

xBP(t) stationair en Gaussiaans ⇒ xBP,1(t) stationair en Gaussiaans (want H1(f) is LTI)

Statistiek bepaald door autocorrelatiefuncties, dus door vermogenspectra

)u)](f(S[IFT)u(R)u)](f(S[IFT)u(R
1,BP1,BPBPBP xxxx ==

)f(S)f(S|)f(H|)f(S
BPBP1,BP xx

1

2
1x ==
=
43421

xBP(t) en xBP,1(t) : identieke vermogenspectra, identieke autocorrelatiefuncties,
dus identieke statistiek (wegens Gaussiaans)
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Complexe omhullende van 
stationair reëel Gaussiaans TP

xBP(t) H2(f)
xBP,2(t)





<
>

=
τ+π−

τ−π−

0fe
0fe

)f(H )ff(2j

)ff(2j

2 0

0

xBP(t) en xBP,2(t) : identieke vermogenspectra, identieke autocorrelatiefuncties,
dus identieke statistiek (wegens Gaussiaans)

( )

( )τ+π−τ−π− −−+−=

−−+−=

)ff(2j
0

*
LP

)ff(2j
0LP2,BP

0
*
LP0LPBP

00 e)ff(Xe)ff(X
2
2)f(X

)ff(X)ff(X
2
2)f(X
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Complexe omhullende van 
stationair reëel Gaussiaans TP

ΠLP(f)

tf2j 0e2 π−

xxBP(t) xLP(t)

Samenvatting



 <

=Π
otherwise0

B|f|1
)f(LP

f0 > B

xBP(t) is stationair reëel Gaussiaans TP, met vermogenspectrum SBP(f)

⇒ complexe omhullende xLP(t) :
- is stationair, Gaussiaans en circulair symmetrisch
- heeft vermogenspectrum 2SBP(f+f0)ΠLP(f)
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Complexe Gaussiaanse TGn

Beschouw z = x + jy met x en y gezamenlijk Gaussiaans en E[x] = E[y] = 0

z bevat dezelfde 
informatie als v, met 
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Statistiek van z volledig bepaald door statistiek van v, dus door Rv = E[vvT]
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Circulair symmetrische 
complexe Gaussiaanse TGn

z Gaussiaans en circulair symmetrisch ⇔ z en z’ = zejθ zelfde statistiek, ongeacht θ
⇔ v en v’ dezelfde covariantiematrix
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Rv = Rv’ ⇔ E[zzT] = 0 (wegens T inverteerbaar)
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Circulair symmetrische 
complexe Gaussiaanse TGn

Notatie : z ∼ Nc(0, Rz), 
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statistiek van z enkel door Rz bepaald, met Rz = E[zzH]

Statistiek van (xk, yk), met zk = xk + jyk
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xk en yk i.i.d., ~ Nc(0, E[|zk|2]/2)
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Complexe circulaire Gaussiaanse TGn

Lineaire transformatie
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⇒ z2 ~ Nc(0, MR1MH)

circulair Gaussiaans karakter blijft behouden na lineaire transformatie

z2 = Mz1, z1 ~ Nc(0, R1)
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Complexe circulaire Gaussiaanse TPn

z(t) ~ Nc(0,Rz(u,t))  met E[z(t+u)z*(t)] = Rz(u,t)
E[z(t+u)z(t)] = 0

{z(k)} ~ Nc(0,Rz(m,k))  met E[z(k+m)z*(k)] = Rz(m,k)
E[z(k+m)z(k)] = 0

voorbeeld : discrete-tijd complexe stationaire witte ruis, w(k) = wR(k) + jwI(k) 

wR(k) ~ N(0, σ2δ(i)), wI(t) ~ N(0, σ2δ(i)), E[wR(k)wI(k’)] = 0

⇒ w(k) ~ Nc(0, 2σ2δ(m))

wR(t) ~ N(0, (N0/2)δ(u)), wI(t) ~ N(0, (N0/2)δ(u)), E[wR(t)wI(t’)] = 0

⇒ w(t) ~ Nc(0, N0δ(u))

voorbeeld : continue-tijd complexe stationaire witte ruis, w(t) = wR(t) + jwI(t) 

Discrete tijd

Continue tijd
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Complexe circulaire Gaussiaanse TPn

Filteren van complexe stationaire circulaire witte ruis w(t) ~ Nc(0, N0δ(u))

w(t) H(f) n(t) = nR(t) + jnI(t)

w(t) circulair Gauss. ⇒ n(t) circulair Gauss.
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n(t) ~ Nc(0, Rn(u))     Rn(u) is IFT van N0|H(f)|2

Continue tijd

nR(t0) en nI(t0) zijn i.i.d., met 
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Complexe circulaire Gaussiaanse TPn

Filteren van complexe stationaire circulaire witte ruis w(k) ~ Nc(0, N0δ(m))

w(k) H(ej2πfT) n(k) = nR(k) + jnI(k)

w(k) circulair Gauss. ⇒ n(k) circulair Gauss.
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n(k) ~ Nc(0, Rn(m))     Rn(m) is IDTFT van N0|H(ej2πfT)|2

Discrete tijd

nR(k0) en nI(k0) zijn i.i.d., met 
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Effect van stationaire banddoorlaatruis

nBP(t)
HBP(f) HLP(f) H(ej2πfT)

n(t)
{v(k)}

tf2j 0e2 π−

x
kT

n(t) ~ Nc(0, Rn(u))

{v(k)} ~ Nc(0, Rv(m))

Rn(u) is IFT van Sn(f) = 2|HLP(f)|2|HBP(f+f0)|2|SBP(f+f0)

Rv(m) is IDFT van Sv(ej2πfT) = |H(ej2πfT)|2{Sn(f);1/T}fld

nBP(t) ~ N(0, RBP(u)) RBP(u) is IFT van SBP(f)

v(k) = x(k) + jy(k)
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HLP(f) = 0 voor |f| > B, f0 > B

x(k) en y(k) i.i.d., met


